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Введение

Данный курс лекций включает все основные разделы курса математики, которые входят в программу для студентов, изучающих математику два семестра. Особый акцент делается на теорию вероятностей и статистику, так как вводимые в этих разделах математики понятия используются в последующих прикладных курсах. Приводится большое количество примеров и задач. Курс может быть рекомендован студентам всех форм обучения как электронный конспект лекций.   

1. Линейная алгебра

1.1. Матрицы. Правила действия с матрицами
Матрицей XE "Матрицf"  А называется прямоугольная таблица чисел. Если матрица состоит из m строк и n столбцов, то говорят, что размерность матрицы есть m на n (m 
[image: image1.wmf]´

n). Количество элементов в такой матрице равно произведению m ∙ n. Обозначение матрицы 


[image: image2.wmf]mn

m

m

n

n

mn

m

m

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

...

.........

..........

...

...

...

.........

..........

...

...

2

1

2

22

21

1

12

11

2

1

2

22

21

1

12

11

º

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

º






           (1.1)

Числа aij, составляющие матрицу, называются ее элементами. Первый индекс i указывает номер строки, второй j - номер столбца. 

Матрица называется прямоугольной, XE "Матрица прямоугольная"  если m  ≠ n, Если m = n, то матрица называется квадратной XE "Матрица квадратная"  и число n - порядком матрицы. Матрица, содержащая один столбец, называется матрица-столбец. Матрица, состоящая из одной строки - матрица-строка. У таких матриц элементы могут иметь только один номер.
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                (1.2)

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей. Для квадратной матрицы порядка n элементы с одинаковыми индексами a11, a22, ..., ann образуют главную диагональ. Элементы a1 n, a2 n-1, ..., an 1 образуют побочную диагональ. Квадратная матрица называется диагональной, если все элементы, стоящие вне главной диагонали, равны нулю: aij = 0 при i ≠ j. Диагональная матрица обозначается так 
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               (1.3)

Диагональная матрица, у которой все диагональные элементы равны, единице называется единичной XE "Матрица единичная"  и обозначается I  или E
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           (1.4)

Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, стоящие ниже (или выше) главной диагонали, равны нулю:
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        (1.5)

Каждой квадратной матрице ставится в соответствие число, называемое детерминантом XE "Детерминант матрицы"  или определителем, который XE "Определитель матрицы"   обозначается символами detA или ((A). 

Для матрицы 
[image: image9.wmf]22

´

 определитель находится по формуле: произведение элементов главной диагонали минус произведение элементов побочной диагонали 
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           det(A) = 
[image: image11.wmf]1112
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       (1.6)

Для матрицы 
[image: image12.wmf]33

´

 определитель находится по формуле
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      (1.7)

 det(A) = 
[image: image14.wmf]111213
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= a11 a22 a33 +  a12 a23 a31 + a13 a21a32 -  a13a22 a31 –
-  a12 a21 a33 - a11a23 a32 .
Пример. Вычислить определитель матрицы 
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Решение. 
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Определитель единичной матрицы равен единице  det I = 1.

Минором Mik называется определитель меньшего порядка (размера), полученный при вычеркивании i-той строки и k-того столбца. Алгебраическим дополнением Aik называется минор, знак которого определяется по правилу  Aik = (-1)i+k Mik. 

Определитель можно представить в виде суммы произведений элементов любой строки или столбца на их алгебраические дополнения, например для матрицы 3×3
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       (1.8)

Квадратная матрица называется невырожденной ( XE "Матрица невырожденная" неособенной), если det A ( 0, и вырожденной XE "Матрица вырожденная"  (особенной), если det A = 0. Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональных элементов:
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Действия над матрицами. Равенство матриц XE "Равенство матриц" . Две матрицы A=(aij)m,n и B=(bij)k,q называются равными, если они одинаковы по размеру (m=k, n=q) и их соответствующие элементы равны (aij = bij).

Сложение матриц XE "Сложение матриц" . Складывать можно лишь матрицы одинакового размера. Суммой двух матриц A = (aij)m,n и B=(bij)m,n называется матрица C=(cij)m,n того же размера, причем элементы матрицы C равны сумме соответствующих элементов матриц A и B, т.е.

 C = A+B, если cij = aij + bij.






      (1.10)

Пример.  
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Умножение матрицы на число XE "Умножение матрицы на число" . Произведением матрицы A=(aik)m,n на число ( называется матрица C=(cij)m,n, элементы которой получаются из соответствующих элементов матрицы A умножением на число (:  

C = ( A,  где cij = ((aij.







      (1.11)

Пример.
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Произведение матриц XE "Произведение матриц" . Произведение матриц Amk∙Bkn = Ckn определено только в том случае, если число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B, при этом матрица С имеет размер m∙n. Элементы матрицы С определяются по формуле
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      (1.12)

Умножение матриц производится по правилу "строка на столбец". Произведение матриц не перестановочно, в общем случае A∙B ≠ B∙A.

Пример. Найти произведения матриц  A = 
[image: image22.wmf]÷
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Поскольку это квадратные матрицы одного размера, то умножение таких матриц возможно, причем существует и АВ и ВА. В соответствии с (1.12) имеем:
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Если A, B - квадратные матрицы одного порядка, то det (A∙B) = detA ∙ detB.

Транспонирование матриц XE "Транспонирование матрицы" . Рассмотрим произвольную матрицу
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Матрица   
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 полученная из матрицы A заменой строк столбцами, называется транспонированной XE "Матрица транспонированная"  по отношению к A.

 Например, если A = 
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1.2.  Системы линейных алгебраических уравнений

Пусть дано n неизвестных x1, x2, xi, … , xn. Система m линейных уравнений с n неизвестными xi,  
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                           (2.1)

здесь аij коэффициенты при неизвестных, причем i – номер уравнения, а j – номер неизвестного.  Величины bi - свободные члены. В   матричной форме систему можно записать так 

 A∙X = B,








                 (2.2)

где 
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Матрица А называется матрицей коэффициентов, матрица В – матрица столбец свободных членов, матрица  Х – матрица столбец неизвестных. Если к матрице коэффициентов системы приписать матрицу столбец свободных членов, то получится расширенная XE "Матрица расширенная"  матрица системы уравнений Арасш  или (A|B)
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                 (2.3)

Система трех уравнений с тремя неизвестными имеет вид
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(A|B) = 
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Если все свободные члены bi равны нулю, то система называется однородной XE "Система однородная" , в противном случае система неоднородна XE "Система неоднородная" . Линейные системы XE "Линейные системы эквивалентные" , полученные одна из другой путем элементарных преобразований (перестановкой двух уравнений, умножением одного из них на число, не равное нулю, почленным сложением двух уравнения) называются эквивалентными XE "Линейные системы эквивалентные"  (или равносильными). Все эквивалентные системы имеют одинаковые решения. 

Решение  системы  линейных  алгебраических  уравнений  с  помощью  формул  Крамера.

Рассмотрим  систему  n  линейных  алгебраических  уравнений  с  n  неизвестными:
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Если  
[image: image40.wmf]D

(0,  то  система  (2.4)  имеет  решение,  и  при  том  единственное.  Если  
[image: image41.wmf]D

= 0,  то  система  (1)  либо  не  имеет  решений,  либо  имеет  бесчисленное  множество  решений.

В  дальнейшем  мы  будем  предполагать,  что 
[image: image42.wmf]D

(0.

Решение  с  помощью  формул  Крамера.

Если  определитель  системы  
[image: image43.wmf]D

(0,  то,  согласно  формулам  Крамера,  решение  системы  (2.4)  можно  представить  в  виде
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Где  
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   Определитель  
[image: image48.wmf]i

D

 (i=1, 2,…, n)  отличается  от  определителя  системы  
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  тем,  что  
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 столбец  в определителе 
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  заменен  столбцом  из  свободных  членов,  т.е.  столбец  
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  заменен  на  столбец  
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Пример. Дана расширенная матрица системы 
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Решение. Запишем систему в стандартной форме
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 Определитель  данной  системы
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Вычислим  определители  
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Решение  системы:  
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Для  того  чтобы  убедиться  в  правильности  решения,  подставим  эти  значения  
[image: image68.wmf]3
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Решение методом  Гаусса. Пусть  есть  система  (2.4)  с  определителем  
[image: image70.wmf]D

(0.  Напишем  расширенную  матрицу,  в  которой  содержится  вся  информация о сисеме  
(А|B)=  
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Метод  Гаусса  состоит  в  том,  что  система  (2.4)  с  помощью  ряда  элементарных  преобразований  сводится  к  новой  системе,  расширенная  матрица  которой  имеет  

[image: image72.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

'

'

2

'

1

1

0

0

0

1

0

0

0

1

n

b

b

b

K

K

K

K

K

K

K

K


Т. е. в  результате  преобразований  все  коэффициенты  матрицы  
[image: image73.wmf]ik
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  становятся равными нулю,  кроме диагональных элементов, которые становятся равными единице: 
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Столбец свободных членов 
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 превращается в  столбец 
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 где и стоят решения

  системы 
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Таким образом,  решение  системы  сводится  к  совершению  элементарных  преобразований. К  элементарным  преобразованиям  системы   относятся  следующие:

1) перемена  местами  уравнений  (т.е.  перемена  местами  строк  расширенной  матрицы);

2) умножение  или  деление  любого  уравнения  системы  на  число,  отличное  от  0  (т.е.  умножение  или  деление  строки  расширенной  матрицы  на  число,  отличное  от  0);

3) изменение  любого  уравнения  системы   путем  прибавления  к  нему  другого  уравнения  системы,  умноженного  на  число,  отличное  от  0  (т.е.  изменение  строки  расширенной  матрицы  путем  прибавления  к  ней  другой  строки,  умноженной  на  число,  отличное  от  0).

Пример. Найти методом Гаусса решение системы. 
[image: image81.wmf]123
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Решение. Определитель  системы  
[image: image82.wmf]0
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.  Таким образом,  система  имеет  единственное  решение.  Найдем его  методом  Гаусса.  Начальная  расширенная  матрица  имеет  вид
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Далее  мы  будем  приводить  нашу  матрицу   к  диагональному  виду  и  выписывать  ее  вид  после  каждого  шага  преобразований.

1-й шаг.  Разделим  1-ю  строку  матрицы  на  2.
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2-й шаг.  1-ю строку  оставляем  без  изменения.  Вместо  2-й строки  записываем  следующую  ее  комбинацию  с  1-й: 1-ю строку  умножаем  на  (-5),  складываем  ее  со   2-й  строкой,  тогда  новые  числа,  стоящие  во  2-й строке  расширенной  матрицы,  будут  следующие: 
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Вместо  3-й строки  записываем  следующую  ее  комбинацию  с  1-й: 1-ю строку  умножаем  на  (-3)  и  складываем  ее  с  3-й строкой,  тогда

        
[image: image87.wmf],

14

8

)

3

)(

2

(

,

0

3

)

3

(

1

32

31

=

+

-

-

=

=

+

-

=

a

a


       
[image: image88.wmf].

6

3

)

3

(

1

,

2

11

1

)

3

(

2

3

3

33

-

=

-

-

=

=

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

b

a


Расширенная  матрица  примет  вид 
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В результате первых 2-х шагов 1-й столбец 
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3-й  шаг.  Делим  вторую  строку  на  11.
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4-й  шаг. 2-ю строку  оставляем  без  изменения.  Вместо  1-й строки  записываем  следующую  ее  комбинацию  со  2-й: 2-ю строку  умножаем  на  2  и  складываем  ее   с  1-й  строкой,  тогда
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Вместо  3-й строки  записываем  ее  комбинацию  со  2-й: 2-ю строку  умножаем  на  (-14)  и  складываем  ее   с  3-й строкой,  тогда
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[image: image96.wmf]÷
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В  результате  3-го  и  4-го  шагов  1-й столбец  матрицы  не  изменился,  а  2-й  превратился  в  
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5-й  шаг.  Делим  3-ю  строку  на  
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6-й шаг. 3-ю строку  оставляем  без  изменения.  Вместо  1-й строки  записываем  ее  комбинацию  с  3-й: 3-ю строку  умножаем  на  
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  и  складываем  ее  с  1-й  строкой,  тогда    
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3

11

43

22

5

4

,

0

22

5

22

5

1

1

13

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

b

a


Вместо  2-й строки  записываем  ее  комбинацию  с  3-й: 3-ю строку  умножаем  на  
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  и  складываем  ее   со  2-й строкой,  тогда
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 EMBED Equation.3 [image: image105.wmf].
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В  результате  5-го  и  6-го  шагов  3-й столбец  принял  вид  
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.Таким образом,  решение  системы  следующее:  
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Решение методом исключений. Метод исключений является модификацией метода Гаусса и удобен для небольших систем.
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Умножим первое уравнение на коэффициент при х1 из второго уравнения, т.е. на 5, а второе на коэффициент при х1 из второго уравнения, т.е. на 2 и вычтем друг из друга. Потом умножим первое на коэффициент при х1 из второго уравнения, т.е. на 3, а третье на 5 и снова вычтем   
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Поменяем в первом уравнении знаки и запишем подсистему
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Умножим первое уравнение на 28, второе на 22 и сложим. Слагаемые с х2 сократятся и мы получим уравнение для х3
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х3 = 4,     подставляя х3  в первое уравнение подсистемы получим х2  
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, х2  = -2, 

Подставляя х2 и х3 в первое уравнение системы найдем х1  
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 Объем вычислений при этом методе существенно меньше.

1.3. Векторная алгебра.

Вектором называется направленный отрезок прямой. Из определения следует, что вектор имеет три характеристики: 

прямую на которой он лежит, 

направление по прямой и длину. 

Первые две характеристики объединяются одним понятием – направление. Обозначаются вектора по  точкам начала и конца АВ или 
[image: image119.wmf]AB
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жирным шрифтом или знаком вектора сверху. 

Различают три вида векторов:

свободные вектора, которые не меняются при параллельном переносе,

полусвободные вектора, которые можно переносить только по прямой на которой они лежат (например, вектора сил в механике),

радиус вектора, начало которых всегда находится в начале координат.

Мы будем рассматривать только свободные вектора. Свободные вектора называют равными, если они лежат на одной или параллельных прямых, направлены в одну сторону и имеют одинаковую длину (рис 3.1), т. е. параллельный перенос вектора не меняет. Свободные вектора обозначают одной буквой  
[image: image120.wmf]a
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 или  а. Длину вектора обозначают при помощи модульных скобок 
[image: image121.wmf]a

r

 = а или нежирным щрифом.

Вектора складывают по правилу параллелограмма: совмещают концы векторов, строят на векторах как на сторонах параллелограмм; суммой векторов называют вектор диагонали исходящий их общего начала a + b = c (рис.3.2). Вектора можно складывать и по правилу треугольника (рис. 3.3). Правило треугольника можно применить к сумме любого числа векторов (рис 3.4)
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Умножение вектора на число  λ идет по следующему правилу: при умножении на положительное число направление вектора сохраняется, при умножении на отрицательное – меняется на противоположное, а длина определяется по правилу (рис 3.5).
                (λ а ( = 
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                  (3.1)
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По определению a - b = a + (-1) b.
Проекцией вектора на ось ОХ называется число равное разности координат проекций конца и начала вектора 
prхAB = x2 – x 1= (AB (cos(α), 





                (3.2)
где α - угол между вектором и осью (рис. 3.6). Вектор А1В1 называется составляющим вектором по оси ОХ. Аналогично можно ввести проекцию вектора АВ на оси OY и OZ: 

prуAB = y2 – y1= (AB(cos(β) 





              (3.3 а)

prZAB = z2 – z1= (AB(cos(γ) , 





              (3.3 б)

где β и γ углы между вектором АВ и осями OY и OZ. Вектора А2В2  и  А3В3 называются составляющими векторами по осям OY и  OZ  соответственно. 

Косинусы углов cos(α), cos(β) и cos(γ) называют направляющими косинусами 

cos2(α) + cos2(β) + cos2(γ) = 1. 





                  (3.4)
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Если ввести i, j и k - единичные вектора осей ОХ, OY и OZ (их называют ортами), то вектора  

A1B1 = i(x2 – x1),  A2B2 = j(y2 – y1)  и  A3B3 = k(z2 – z1). 


        (3.5)

По правилу сложения векторов (рис. 3.7):

AB = A1B1 + A2B2  + A3B3 = i(x2 – x1)  + j(y2 – y1) + k(z2 – z1) ≡
≡{(x2 – x1), (y2 – y1), (z2 – z1)}.

Равенство AB =  i(x2 – x1) + j(y2 – y1) + k(z2 – z1) называется «запись вектора через составляющие вектора. Равенство
          AB = {(x2 – x1), (y2 – y1), (z2 – z1)} 




        (3.6)

называется «запись вектора в форме проекций». Числа  (x2 – x1),  (y2 – y1) и  (z2 – z1) называются также координатами вектора
Операции с векторами a, b заданными в форме проекций
 a = {x1, y1, z1)}   и  b = {x2, y2, z2} идут по следующим правилам: 

a + b ={ (x1 + x2), (y1 + y2), (z1 + z2)};     




        (3.7) 

 λa = {λx1, λ y1, λz1}.







        (3.8)

Скалярным произведением векторов a = {x1, y1, z1)}; b = {x2, y2, z2} называют число равное произведению длин векторов на косинус угла между ними
 а ( b = (a, b) =  (a (· (b (cos((a, b) = x1 x2 + y1 y2 + z1 z2.

        (3.9)
Замечание: скалярное произведение обозначается знаком 
[image: image129.wmf]·
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Скалярное произведение перестановочно: а(b = b(а. Если вектора перпендикулярны, то скалярное произведение равно нулю. Скалярное произведение векторов используют для определения длины вектора
а ( a = x1 x1+ y1 y1 + z1 z1 = x12+ y12 + z12  ( (a (= 
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      (3.10)

Пример. Найти угол  φ между векторами 
[image: image131.wmf]12
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 и  
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вММ

=

ruuuuuur

, если 
М1(1, -2, -3), М2(-3, 1, 1), М3(3, 2, 2).

Решение. Для нахождения cosφ используем формулу 
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 где 
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 - скалярное произведение векторов  
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 и 
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. Определим проекции (координаты) векторов 
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и cosφ. Если  из координат точки М2 вычесть координаты точки М1, то получим вектор 
[image: image138.wmf]а

. Вектор 
[image: image139.wmf]b

 получим, если из координат точки М3 вычтем координаты точки М1.
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 = (-3-1, 1+2, 1+3) =(-4, 3, 4),            
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= (3-1, 2+2, 2+3) = (2, 4, 5),
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Векторным произведением векторов  a  и  b  называют такой вектор
 c = a ( b, который:

1. лежит на прямой перпендикулярной плоскости векторов a и b,

2. имеет длину численно равную произведению длин векторов на синус угла между ними (угол отсчитывается по наименьшему углу от первого вектора ка второму)
       (c (  =  (a (· (b (sin((a, b) = (a (· (b ( sin(φ),



     (3.11)
3. направление вектора c  определяется по правилу буравчика: если вращать рукоять буравчика от первого вектора ко второму по наименьшему углу, то поступательное движение буравчика показывает направление вектора c (рис. 3.8).
[image: image143.png]



Рис. 3.8.    Векторное произведение векторов

Замечание: векторное произведение обозначается знаком  
[image: image144.wmf]´

.
Из определения следует, что векторное произведение единичных векторов осей координат -  ортов i,  j,  k  равно 
k = i ( j,  i = j ( k, j = k ( i.






      (3.12)

Векторное произведение не перестановочно:  a ( b  = -  b ( a. Для коллинеарных векторов (лежащих на одной прямой)  векторное произведение равно нулю a ( b = 0, (a  (( b). Для векторов заданных в форме проекций

с = a ( b = 
[image: image145.wmf]2
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 = i (y1z2 – y2z1) - j ( x1z2 – z1x2) + k ( x1y2 – x2y1).
     (3.13)

Длина вектора векторного произведение численно равна площади параллелограмма, построенного на векторах, как на сторонах: 
S = (a (  (b (sin(φ).

Смешанным произведением векторов a, b и c называется   векторно-скалярное произведение

a ( b ( c = a ( b  (  c  ( a b c  = 
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     (3.14)

т. е. два вектора (первый – второй или второй – третий) перемножаются векторно, а третий вектор умножают на результат векторного произведения скалярно. В записи смешанного произведения знаки произведений обычно опускают. Смешанное произведение равно нулю, если векторы компланарны (лежат в одной плоскости). Смешанное произведение используют для вычисления объема параллелепипеда и пирамиды, построенной на векторах a, b, c.
 Vпар = ( a b c  (; Vпир = 
[image: image147.wmf]6
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      (3.15)
Пример. Даны координаты вершин пирамиды А1(1, -2, -3), А2(-3, 1, 1), А3(4, 3, -1),  А4(3, 2, 2). Найти площадь грани А1 А2 А3  и объем пирамиды.

Решение. Площадь  треугольника  А1А2А3  найдем,  используя  геометрический  смысл  векторного  произведения  векторов
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где  
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- векторное  произведение  векторов.

Вначале  находим  
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а  затем
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Объем  пирамиды  найдем,  используя  геометрический  смысл  смешанного  произведения  векторов
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следовательно,  
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2. Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве. 

2.1. Геометрия на плоскости

Системы координат на плоскости

Декартова система координат. Прямая, на которой указано направление, начало отсчета и масштаб называется числовой осьюXE "Числовая ось". Прямоугольная (декартова) система координат на плоскости состоит из двух взаимно перпендикулярных числовых осей, пересекающихся в точке O – начале системы координатXE "Начало системы координат". Горизонтальную ось называют осью абсциссXE "Ось абсцисс", а вертикальную - осью ординатXE "Осью ординат". 

Каждой точке плоскости M сопоставляется ориентированный отрезок OM (радиус-вектор) с началом в точке О и концом в точке M. Спроектируем точку М на оси координат (рис.1.1). Каждой точке плоскости M сопоставляется упорядоченная пара чисел (х, y), которые называются декартовыми координатами точки М (х, у). В любой системе координат существует взаимно однозначное соответствие между точкой и ее координатами. 
[image: image155.png]



                          Рис. 1.1. Декартова система координат
На плоскости расстояние d между двумя точками M (хi, yi) и N (xj, yj) измеряется по прямой и вычисляется по  формуле длины вектора
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       (1.1)

 или   d2 = (xi - xj)2 + (yi - yj)2   
Пример. Найти расстояние d между двумя точками   M(-3,4) и N((5.2). Согласно формуле (1.1) имеем
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Полярная система координатXE "Полярная система координат". Выберем на плоскости фиксированную точку O, называемую полюсомXE "Полюс", исходящая из нее полуось OP, называется  полярной осьюXE "Полярная ось". На полярной оси указываем единицу масштаба. В этой системе координат (рис. 1.2) положение точки M задается ее расстоянием r до полюса (т. е. длиной отрезка OM, называемого полярным радиусомXE "Полярный радиус" точки M) и углом (, который составляет полярный радиус с полярной осью (положительный отсчет угла идет против часовой стрелки). При этом область значений угла ( ограничена:   -( < ( 
[image: image158.wmf]£
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 ( <2(. Числа r и  ( называются полярными координатами точки  М(r, (). Полюс имеет единственную координату  r = 0.

Если на плоскости заданы прямоугольная и полярная системы координат, причем начало координат и положительная часть оси абсцисс совпадают с полюсом и осью полярной системы координат (рис.1.3), то декартовы и полярные координаты точки М связаны м соотношением

х = r cos(                       y = r sin( .                                                      
  (1.2)

или 

х2 + y2 = r2(cos2(+ sin2 () = r2       
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 tg( = 
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                  (1.4)                                    

                                           

Формулы (1.2) выражают координаты точки M в прямоугольной системе через ее же координаты в полярной системе, формулы (1.3) и (1.4) выражают полярные координаты через декартовы. 
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 Рис. 1.2. Полярная система                             Рис. 1.3. Связь полярной и       
     координат.                                              декартовой систем систем координат
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Рис. 1.4. Сдвиг системы координат.

Преобразование системы координат. Пусть даны две прямоугольные системы координат X1Y1 и X2Y2. Найдем связь координат точки M(x1, y1) в одной из систем координат с ее же координатами (x2, y2) в другой системе. 
Параллельный перенос (сдвиг) системы координат (рис. 1.4.). В первой системе координат точка M имеет координаты (x1, y1), точка O1 имеет координаты (0, 0), точка O2 - (а, b), Во второй системе точка M имеет координаты (x2, y2).  Координаты точки М в разных декартовых системах связаны соотношением.
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       (1.5)

Поворот системы координат с совмещенной точкой начала. Пусть оси OX1 и OX2 повернуты на угол (. Из рис. 1.5  следуют соотношения
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      (1.6)
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Рис.1.5. Поворот системы координат.
В общем случае связь между координатами точки в различных прямоугольных системах координат выражается линейными соотношениями
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       (1.7)

Пример. Как изменятся координаты точки M(-2, 3), если система будет повернута на 300 и сдвинута вверх на две единицы?

Применяя формулы (1.7) для x1 = -2, y1 = 3, угла ( = 300, а = 0 и b = 2, имеем

x2 = -2cos300 + 3sin300 = -2 
[image: image170.wmf]3

2

 + 3 
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y2 = 2sin300 +3cos300 - 2 = 2 
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Прямая линия на плоскости
Пусть прямая линия пересекает ось ординат в точке B(0, b) под углом ( к оси абсцисс (рис.4.6). Тангенс угла наклона прямой tg(φ) называется угловым коэффициентом и обозначается k.

Выберем на прямой произвольную точку M(x, y) (такая точка называется текущей). В треугольнике МВС тангенс угла МВС равен 
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                tg ( =
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                           (1.8)  

сохраняется для всех точек прямой и не выполняется для точек не принадлежащих прямой. Выразив из (1.8) y, получим "уравнение прямой линии с угловым коэффициентом"
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        (1.9) 
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Рис. 1.8. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.

Если b = 0, то прямая проходит через начало координат. Если k = 0, то прямая проходит параллельно оси абсцисс и ее уравнение  у = b. Если вместо точки В дана другая фиксированная точка N(x0, y0) (рис. 1.9), то 

k = tg ( =
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Уравнение (1.10) называется "уравнение прямой, проходящей через данную точку".
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Рис. 1.9. Уравнение прямой проходящей через данную точку.
Если даны координаты двух точек N(x0, y0) и M(x1, y1), через которые проходит прямая, то 
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и уравнение
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            (1.11)

называется "уравнение прямой, проходящей через две данные точки" 
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Рис. 1.11. Угол между двумя прямыми

Угол α между двумя прямыми с угловыми коэффициентами k1 =tg(φ1) и k2= tg(φ2) (рис 1.11). Если через точку пересечения прямых провести прямую, параллельную оси ОХ, то из чертежа следует, что  α = φ2 – φ1. По формулам тригонометрии тангенс разности двух углов равен 
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                (1.12)

 Условие параллельности прямых φ2 = φ1: k1 = k2; 

Условие перпендикулярности прямых  φ2 – φ1 = 900 : 1= - k1 k2  или  
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Общее уравнение прямой.  Любое из уравнений  прямой можно привести к виду 

 Ах + By + С = 0. 







                (1.13)
Например, для уравнения (1.9)  A = k, B = -1, C = b. Аналогичные вычисления можно проделать для уравнений (4.10) или (4.11). Тем самым. прямая в прямоугольной системе координат может быть описана линейным уравнением первой степени Ах + By + С = 0 .  Если В 
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0, то уравнение (1.13) можно привести к виду (1.9) 


[image: image191.wmf]B

C

x

B

A

y

-

-

=

,                 k = 
[image: image192.wmf]B

A

-

,           b = 
[image: image193.wmf]B

C

-

. 

Если С = 0, то прямая проходи через начало координат. 

Если А = 0, В 
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  (рис. 1.12а). Прямая параллельная оси ОХ.

Если В = 0, А
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0, то получим уравнение  Ах + С = 0  или      x = -
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.  Это уравнение определяет прямую параллельную оси ординат и пересекающую ось абсцисс  в точке х = а (а = - 
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Рис.1.12. Прямые линии на плоскости, параллельные осям координат

Уравнение   Ах + Ву + С = 0  описывает только прямые линии на плоскости и называется общим уравнением прямой на плоскости. Верно и обратное утверждение: каждому уравнению первой степени с двумя неизвестными соответствует в прямоугольной системе координат одна и только одна прямая.

Деление отрезка на две равные части. Если даны координаты концов отрезка А(х1, у1) и В(х2, у2), то координаты середины отрезка тоски С (х3, у3) находятся по формуле
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              (1.14)

Пример. Даны    координаты вершин  треугольника  А(-3,-3), В(2,7) и С(5,1) (рис. 1.13). Требуется написать уравнения сторон треугольника, определить угол А треугольника, найти уравнение медианы АК и высоты АМ.

Решение. Чтобы написать уравнение стороны АВ треугольника, используем уравнение прямой, проходящей через две точки (1.11): 
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    или  у = 2х + 3.  Угловой коэффициент k = 2. 

 Аналогично, по той же формуле (1.11)
АС:  
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    или  у = 0,5х -1,5.  Угловой коэффициент k = 0,.5. 

 СВ:  
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        или  у = -2х +11.    Угловой коэффициент k = -2. 
[image: image206.png]



Рис. 1.13.

Тогда тангенс угла А определяется по формуле (1.12) тангенса угла между прямыми:
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, k1=2,  k2 = 0,5. Следовательно  
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Ищем уравнение медианы АК. Для этого определяем  координаты  точки К,  учитывая,  что  отрезок ВС  в  точке  К  делится  пополам (1.14),  следовательно,
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Ищем  уравнение  высоты  АМ,  опущенного  из  вершины  А  на  сторону ВС. Из условия перпендикулярности прямых  
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. Используем уравнение прямой, проходящей через данную точку (1.10) А:
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Следовательно,  уравнение АМ:  
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Кривые второго порядка
Кривыми второго порядка называются линии, которые описываются алгебраическими уравнениями второй степени

Ax2 + B xy + C y2 + Dx + Ey + F = 0,                                                    (1.15)

причем хотя бы один из коэффициентов А, B, С  должен быть не равен нулю. 

Окружностью называется геометрическое место точек равноудаленных от данной точки, называемой центром окружности. Уравнение окружностиXE "Уравнение окружности" радиуса R с центром в точке M(а, b) имеет вид

(x - a)2 + (y - b)2 = R2  .                                                                          (1.16)

Если  a = b = 0 ,то центр окружности лежит в начеле координат. Такая окружность называется канонической    x 2 + y 2 = R2  .  Если раскрыть скобки, то мы увидим, что уравнение (1.16) получается из уравнения (1.15), если 

A = C = 1, B = 0, D = -2a, E = -2b, F = - R2 + a2 + b2 .  

Пример. Пусть задано уравнение х2 + y2 - 4x = 0. Является ли это уравнение уравнением окружности и, если да, то каков ее радиус и координаты центра? 

Решение. Попробуем привести данное уравнение к виду (1.16). Для этого выделим полный квадрат относительно х, прибавляя и вычитая число 4

x2 + y2 - 4x = (x2 - 4x + 4) + y2 - 4 = 0    

или   

 (x - 2)2 + y2 = 22.    







      (1.17)  

Сравнивая (1.16) с (1.17), видим, что заданное уравнение есть уравнение окружности радиусом R  = 2 и с центром в точке M(2, 0). 

ЭллипсXE "Эллипс" - замкнутая кривая, для всех точек которой сумма расстояний до двух фиксированных точек F1 и F2, называемых фокусами эллипса, есть величина постоянная (т.е. одинакова) и равна, по определению, 2а (а > 0). 

Если  центр симметрии эллипса находится в начале координат, а фокусы F1 (с, 0)  и  F2 (-с, 0) лежат на оси ОХ (рис.1.14), то такое расположение называется каноническим. Точка М – текущая точка эллипса. Сумма расстояний MF1 и MF2 равна, по определению,  2а. 

MF1 + MF2 = 2а,

и, так как 
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Рис.4.14. Канонический эллипс. MF1 + MF2 = NF1 + NF2 = 2а,

Преобразуя это уравнение, получим уравнение эллипса, которое называется каноническим
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Величины a и b называются малой и большой полуосью эллипса (величины 2а и 2b называются осями, величины a, b, с – параметры эллипса), причем 

a2 = b2+c2XE "Полуоси эллипса". 

Отношение 
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 называется эксцентриситетом, эксцентриситет эллипса меньше единицы е < 1. 

Уравнение (1.18) получим из (1.16) если  

B = D = E = 0, 
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, F = -1. 

Очевидно, что окружность - частный случай эллипса, у которого a = b = R, а центр находится в начале координат. 
Гипербола – неограниченная кривая, для всех точек которой  разность расстояний до двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная и по определению равна 2а (рис. 1.15). Если  центр симметрии гиперболы находится в начале координат, а фокусы  F1 (с, 0)  и       F2 (-с, 0) лежат на оси ОХ (рис.1.15), то такое расположение называется каноническим. Точка М – текущая точка гиперболы. Разность расстояний MF1 и MF2 равна, по определению,  2а  (а > 0). 

MF2 – MF1 = 
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2а. 

Знак 
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 необходим, так как разность расстояний может иметь любой знак. Здесь, так же как и для эллипса
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Рис. 1.15. Каноническая гипербола.  MF2 – MF1 = NF1 – NF2 = 
[image: image226.wmf]±

 2а.

Проведя преобразования, получим каноническое уравнение гиперболы
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Параметры а и b называются полуосью и мнимой полуосью гиперболы (величины a, b, с – параметры гиперболы), причем, в отличии от эллипса, 

 c2 = b2 + a2. 

Эксцентриситет гиперболы 
[image: image228.wmf]c
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 больше единицы e > 1. 

Уравнение (1.19) получим из (1.15) если 

B = D = E = 0, 
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Особенность гиперболы – наличие наклонных асимптот - прямых к которым неограниченно приближается кривая при 
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ПараболаXE "Парабола" - неограниченная кривая, все точки которой (рис. 1.16) равноудалены от точки, называемой фокусом и прямой, называемой директрисой, причем расстояние между фокусом и директрисой равно р. Если фокус F лежит на оси ОХ в точке с координатами F(
[image: image232.wmf]2

p

,0) , а уравнение директрисы 
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, и директриса перпендикулярна оси ОХ, то парабола называется канонической. Точка М(x, y) – текущая точка параболы. Точка К лежит на директрисе и имеет координаы 
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. По определению MK = MF.
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Или, по определению
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Возводя в квадрат и приводя подобные члены, получим каноническое уравнение параболы   
    y2 = 2px. 









    (1.20)

Величина р называется параметром параболы, ось ОХ – ось параболы. Уравнение (1.20) получим из (1.15) если 
A = B = E = F = 0, C = 1, D = - 2p. 
Сделав поворот и сдвиг системы координат, любое уравнение (1.15) можно привести только к одному из трех уравнений второй степени: (1.18), (1.19), (1.20) или к уравнению вида   
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, которому соответствуют две прямые, проходящие через начало координат.  Это означает, что уравнениями второй степени можно описать только эллипс (и его частный случай окружность), гиперболу или параболу. 
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Рис. 1.16. Каноническая парабола. NF = NL и MK = MF
Ниже приведены  канонические  уравнения  кривых  второго  порядка  с  центром  симметрии  (в  случае  параболы – вершиной)  в  начале  координат  (случай  А)   и  в  точке  С(x0, y0)  (случай  В).

                                        А                                         В
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2.2. Геометрия в пространстве

Системы координат в пространстве
Прямоугольная (декартова) система координат в пространстве возникает, если взяты три одинаковые взаимно перпендикулярные числовые оси - оси координат; которые пересекаются в точке O, называемой началом системы координат. Первая ось OX называется осью абсцисс, вторая ось OY - осью ординат, третья OZ - осью аппликат XE "Ось аппликат" . Через каждые две (из трех) координатные оси проходит координатная плоскость.

 XE "Координатные плоскости" Существуют две, не сводящиеся друг к другу, системы координат: правая система координат XE "Система координат правая"  и левая система координат XE "Система координат левая" . Различить эти системы координат можно следующим образом: если посмотреть из любой положительной точки оси OZ на ось OY и ось OX окажется справа, то это правая система координат, если слева - левая (сравните рис.2.1 а и рис.2.1 б).
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Рис. 2.1 а. Правая система координат.             Рис. 2.1 б. Левая система 
                                                                                           координат  

В пространстве каждой точке M можно сопоставить ориентированный отрезок OM, берущий начало в точке начала координат и оканчивающийся в точке M (рис.2.2). Такой отрезок называют радиус-вектором точки XE "Радиус-вектор точки"  M. Если спроектировать точку М на оси координат, ей соответствуют три точки на осях (на рис.2.2 P, Q, R), их координаты называют координатами точки XE "Координата точки"  M. Они однозначно определяют положение этой точки в выбранной системе координат.  

Наоборот, задав на каждой из осей координат по одной  точке, например, P, Q, и R, мы определим одну и только одну точку в пространстве. Эта точка получается при пересечении трех взаимно перпендикулярных плоскостей PM1MM3, QM1MM2, RM2MM3, проходящих соответственно через точки P, Q и R параллельно осям координат.

Расстоянием между двумя точками M(x1, y1, z1) и N(x2, y2, z2). в пространстве XE "Расстояние между точками в пространстве"  называется число d, равное длине отрезка прямой (длине вектора) соединяющей эти точки
 d = 
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Например, расстояние между двумя точками M(2, -1, 3) и N(-2, -1, 0), равно

d = 
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В пространстве всякая поверхность может рассматриваться как некоторое множество точек, координаты которых связаны уравнением 

F(x, y, z) = 0                                                                                                (2.2)
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Рис. 2.2. Метод координат в  пространстве

Плоскость и прямая в пространстве. 

Уравнение плоскости проходящей через три данные точки. Из геометрии известно, что через три точки M0, M1 и  M2 можно провести плоскость, причем единственным образом. Следовательно, добавив произвольную (текущую) точку плоскости М, можем построить три вектора М0М,  М0М1 и М0М2, принадлежащих плоскости L. Смешанное произведение лежащих в одной плоскости векторов равно нулю (объем пирамиды, построенной на этих векторах равен нулю, см. формулу (3.15)))

М0М × М0 М1 ∙ М0 М2 = 0,                                                                          (2.3)

или, в развернутой форме,
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Это уравнение плоскости, проходящей через три данные точки (рис. 2.3)
Также плоскость L в пространстве можно задать, если известна точка M0(x0, y0, z0), принадлежащая плоскости, и перпендикулярный плоскости вектор – вектор нормали N. Координаты вектора нормали обозначают А, В, С.

N = {A, В, С}. 
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Рис. 2.3.  Уравнение плоскости проходящей через три данные точки  
Уравнение плоскости проходящей через данную точку. Если взять любую произвольную (текущую) точку плоскости M(x, y, z) и построить вектор М0М 
[image: image256.wmf]Î

 L, то векторы N и М0М перпендикулярны, т. е. их скалярное произведение равно нулю 

N ( М0М =0  ( A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.


       (2.5)

Это уравнение называется « уравнение плоскости, проходящей через данную точку» (рис. 2.4).
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Рис. 4.4. Уравнение плоскости проходящей через данную точку.

Все уравнения плоскости можно свести к виду 

Ax + By + Cz + D = 0. 






                 (2.6)

Это уравнение, линейное относительно всех неизвестных, называется общим уравнением  плоскости в пространстве. Если D = 0, то уравнение
Ax + By + Cz = 0 
описывает плоскость, проходящую через начало координат. 

Прямую в пространстве задается как линия пересечения двух плоскостей. Общие уравнение прямой задаются как система двух уравнений с тремя неизвестными
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                 (2.7)

Если заданы точка 
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, лежащая на прямой, и параллельный прямой (направляющий) вектор S = {m, n, p}, то взяв текущую точку прямой М, постоим лежащий на прямой вектор М0М. Векторы М0М и S параллельны, следовательно пропорциональны их проекции на оси координат
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                (2.8)

Эти уравнения (цепочка равенств) называются каноническими уравнениями прямой (рис.2.5).
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Рис. 2.5. Канонические уравнения прямой.
Если прямая проходит через две известные точки 
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, то вектор М0М1 является направляющим вектором S =  М0М1 = 
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. Подставляя в уравнение  (2.8), получим  уравнения прямой в пространстве, проходящей через две данные точки 
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            (2.9)

Обозначив в (2.8) общее отношение за t, и сделав несложные преобразования, получим параметрические уравнения прямой
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Пример. Даны  координаты  вершин  пирамиды А1(1,-2,-3),  А2(-3,1,1),  А3(4,3,-1),  А4(3,2,2).

Составить: 1. Уравнение  плоскости 
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                   2. Уравнение  перпендикуляра,  опущенного  из  вершины А4  на  грань  
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Решение.  

1. Уравнение  плоскости  запишем,  используя  уравнение  плоскости,  проходящей  через  три  данные  точки:


[image: image270.wmf]0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1

2

1

1

1

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

.
Подставив  координаты  точек А1, А2, А3,  получим
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  =  
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Разложив  последний  определитель  по  элементам  первой  строки,  вычислим
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Или
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Раскрывая скобки, получим уравнение плоскоси
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2.Уравнение  высоты  пирамиды  представим  в  виде  канонических  уравнений  прямой (5.8),  проходящей  через  заданную  точку А4  с  известным  направляющим  вектором  S.  За  направляющий  вектор  S  возьмем  нормальный  вектор  N плоскости  
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,  т.е.  N = {14, -20, 29}.
Уравнение  высоты:  
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Примечание.  Если  бы  в  уравнении  прямой  один  из  знаменателей  оказался  нулевым,  например  
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то  уравнение  прямой  следовало  бы  записать  в  виде  пересекающейся  системы  плоскостей (общие уравнения прямой)
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Если  в  уравнении  прямой  два  знаменателя  обратились  в  ноль,  например,  
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это  означало  бы,  что  прямая  является  пересечением  плоскостей  
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  и  ее  общим уравнением  будет  система  
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3. Математический анализ.

3.1. Введение в анализ

Функции. Основные определения
Пусть даны два числовые множества X и Y с элементами x и y соответственно X={x}, Y={y}. Мы говорим, что задана функция, если каждому числу x из множества Х по определенному закону сопоставлено число у из множества Y. Запись

y = f (x).








                 (1.1)

Множество Х называется областью определения функции (обозначается D(f)), множество Y – областью изменения. Если каждому х сопоставлено единственное у, то мы говорим, что функция однозначна, если каждому х сопоставляется несколько у, то функция называется многозначной. 

Если каждому у по определенному закону сопоставлено число х, то мы говорим, что задана обратная функция

x = f -1 (y).








                  (1.2)

Для обратной функции множество Y является областью определения функции, а  множество Х – областью изменения.

Основными способами задания функции являются:

1. аналитический, когда функция задается при помощи математических знаков и их комбинаций, например

y = sin(x);

2. графический, когда функция задается с помощью графика, например рис.1.1. 

3. табличный, когда функция задается таблицей или списками пар, например (1, 2); (2, 5) (4, 2)…. При такой записи первое число это х, а второе у.

Если область определения функции симметрична относительно оси Y, то можно ввести понятия четности и нечетности функции. Четной называется функция удовлетворяющая условию

f (-x) = f (x).








                (1.3)

График такой функции симметричен относительно оси Y. К четным функциям относятся, например, y = cos (x).

Нечетной называется функция удовлетворяющая условию

f (-x) = - f(x).








      (1.4)

График такой функции симметричен относительно начала координат. К нечетным функциям относятся, например, y = sin(x).

Если функция не является четной или нечетной, то говорят что она общего вида.

Функция называется возрастающей (убывающей), если большему значению аргумента соответствует большее (меньшее) значение функции, т.е. 
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Рис.1.1. Графический способ задания функции.

Возрастающие и убывающие функции называются монотонными функциями.

Число х0 называется корнем функции, если

f (x0) = 0.

Например, lg (x) = 0 при х0 = 1.

Если функция задана на всей оси, т.е. область определения функции 
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, то периодом функции называется наименьшее из чисел Т, удовлетворяющее условию

f (x + Т) =  f(x) = f (x - Т).






        (1.5)

Пример 1.   Найти  область  определения  функции
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Решение.  Если  числовая  функция  задана  аналитически  и  область  ее  определения  не  указана,  то  считают,  что  эта  область  есть  множество  всех  действительных  значений  аргумента,  при  которых  выражение  
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[image: image291.wmf]x

3

-

 необходимо,  чтобы  имело  место  неравенство  
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Пример  2.  Определить,  являются  четными  или  нечетными  функции
1. 
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3. 
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Решение.  Для  определения  свойств  четности  или  нечетности  функции  следует  проверить  выполнение  следующих  положений:

1. Является  ли  область  определение  симметричной  относительно  начала  координат,  т.е.  если  
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. Для всех функций это условие выполнено: 
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2. Выполняются  ли  равенства  
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. При  выполнении  первого  равенства  функция  окажется  четной  с  графиком,  симметричным  относительно  оси  ординат,  во  втором – нечетной  с  графиком,  симметричным  относительно  начала  координат.

Для  указанных  в  задаче  функций:
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то есть  функция  
[image: image309.wmf]x

x

y

-

+

=

1

1

lg

- нечетная;

[image: image310.wmf]=

+

-

+

-

-

=

-

-

+

+

-

=

-

5

2

2

5

2

2

5

2

5

2

)

5

(

)

1

(

)

5

(

)

1

(

)

5

(

)

5

(

)

(

x

x

x

x

x

y



 EMBED Equation.3 [image: image311.wmf])

(

)

5

(

)

5

(

5

2

5

2

x

y

x

x

=

+

+

-

=

,
то  есть функция  
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следовательно,  функция  
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Пример  3.  Найти  период  функции  
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Решение.  

Так  как  период 
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,  период  Т=1.

Предел функции 
(-окрестностью точки A называется отрезок (A - (, A + (). Аналогично δ - окрестностью точки х0 называется отрезок (х0 - δ, х0 + δ).

Определение предела функции. Пусть на некотором отрезке задана функция f(x). Число A называется пределом функции XE "Предел функции"   y = f (x) при x(x0 (при х стремящемся к х0), если для каждого сколь угодно малого числа ( > 0 можно указать зависящее от ( положительное число ((() > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенству (x0 - х(< ( (т.е. лежащих в δ – окрестности точки х0), имеет место неравенство (A – f (x)( < (. Запись
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                 (1.6)

Наличие у функции f(x) предела A в точке х0 означает, что как только независимая переменная х достаточно близко приблизится к значению х0, то функция f(x) будет сколь угодно близка к  A.

Если при х(x0 функция f(x) стремится к 0, то ее называют бесконечно малой функцией или бесконечно малой величиной (или просто бесконечно малой) XE "Бесконечно малая величина"  в окрестности точки x0. Бесконечно малые  обозначают греческими буквами (, (, (. 

Тем самым для бесконечно малой функции для каждого сколь угодно малого числа ( > 0 можно указать зависящее от ( положительное число ((() > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенству (x0 - х(< (, имеет место неравенство ( α(х) ( < (. Запись
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                 (1.7)

Примеры бесконечно малых величин:  

((х) = 2x - 6  при  х ( 3,  

((х) = e-x  при х ( (, 

((х) = sin x  при х ( 0 и т.п. 

Бесконечно малые величины часто обозначают символом «0».

Для бесконечно малых функций справедливы следующие утверждения:

Сумма (разность) бесконечно малых величин есть величина бесконечно малая

α(х)  +  β (х) = γ(х).

Произведение бесконечно малых величин есть величина бесконечно малая

α(х) 
[image: image321.wmf]×

 β (х) = γ(х).

Произведение бесконечно малой на число есть величина бесконечно малая

С 
[image: image322.wmf]×

α(х) = γ(х).

Функция называется ограниченной на своей области определения  D, если существует такое положительное число М, что 

( f(x)( < М 

для всех х
[image: image323.wmf]Î

D. Произведение бесконечно величины малой на ограниченную функцию есть величина бесконечно малая. 

α(х) 
[image: image324.wmf]×

 f(x) = γ(х).

Функция f(x) называется бесконечно большой функцией или XE "Величина бесконечно большая"  бесконечно большой величиной при х стремящемся к х0, если для любого сколь угодно большого числа М  можно указать зависящее от М число ((М) > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенству (x0 -х(< (, имеет место неравенство       (f (x)( > М. Запись 
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К бесконечно большим относятся, например:

 y = 1/x  при  х ( 0,

 y = lg (x) при х ( (  и при  х ( + 0  и др. 

Замечание. Бесконечность (обозначаемая знаком () не является числом. 

Для бесконечно больших функций справедливы следующие утверждения:

Сумма бесконечно больших величин, имеющих один знак, есть величина бесконечно большая.

Произведение бесконечно больших величин есть величина бесконечно большая.

Произведение бесконечно большой на число есть величина бесконечно большая.

Между бесконечно малой и бесконечно большой величинами существует простое соотношение: если α(х) - бесконечно малая величина не равная тождественно нулю в окрестности точки х0, то f(x) = 
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 ˗ бесконечно большая величина в окрестности точки х0 и наоборот. Символьная запись этого утверждения
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Действительно, из определения бесконечно малой следует, что для каждого сколь угодно малого числа ( > 0 можно указать зависящее от ( положительное число ((() > 0 такое, что для всех х, удовлетворяющих неравенству (x0 - х(< (, имеет место неравенство ( α(х) ( < (. Тогда для         f(x) = 
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  выполняется соотношение  
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А это и означает, что f(x) бесконечно большая величина при x(x0.

Аналогично доказывается, что величина обратная бесконечно большой есть бесконечно малая. 

 Поэтому, если 2 х - 6 является бесконечно малой величиной в окрестности точки  х = 3, то 
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 ˗ бесконечно большая в окрестности той же точки. Так как 
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 бесконечно большая в окрестности точки ноль, то х есть бесконечно малая в окрестности той же точки.

Правила вычисления пределов функции

Теорема.  Разность между функцией и ее пределом в точке х0  есть величина бесконечно малая, т. е., если 
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 то   f (x) = A + ( (х)







        (1.8)

где ( (х) бесконечно малая функция в окрестности точки х0. 

Доказательство. Обозначим за ( (х) разность между функцией и ее пределом

( (х) = f (x) – A.

Тогда из определения предела функции следует что, 
[image: image333.wmf]()()
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 для всех х удовлетворяющих условию (x0 - х(< (. Сравнив полученные соотношения с определением бесконечно малой функции, мы можем утверждать, что ( (х) есть величина бесконечно малая. 
Справедливы следующие свойства пределов функций: 

1. Если предел функции существует, то он единственен.

2. Предел постоянной величины С равен самой постоянной.
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Если при х(x0 существуют конечные пределы функций f(x) и g(x)
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то справедливы следующие утверждения

3. 
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Действительно
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где  α(х) и  β (х) величины бесконечно малые. Так как сумма бесконечно малых есть величина бесконечно малая, т.е. α(х)  +  β (х) = γ(х), то
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Отсюда следует, что    
[image: image339.wmf](

)

(

)

0

lim

fxgxAB

xx

+=+

éù

ëû

®


4.
[image: image340.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

000

limlimlim

fxgxfxgxAB

xxxxxx

×=×=×

éù

ëû

®®®




5. 
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7. 
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8. 
Если функция 
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9. Если f (x) < g (x), то и
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Пример 1. Вычислить  
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Решение.  Подставляем вместо х под знак предела единицу, вычислим
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и,   по  теореме  о  пределе  частного,  получаем,  что  
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Как правило, применять теоремы о пределах можно только после предварительного  преобразования  функций,  стоящих  под  знаком  предела.    При    этом     возможны    следующие     ситуации:   
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Приемом  раскрытия  неопределенности  вида  
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 является  деление  числителя  и  знаменателя  на  наивысшую  степень  x.  

При  неопределенности  вида  
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  требуется  выполнить  преобразование  функции,  выделив  в  числителе  и  знаменателе  дроби  множитель,  стремящийся  к  нулю.  Затем  сократить  дробь  на  этот  общий  множитель.

Неопределенности  же  вида  
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  путем  преобразований  приводят  к  одному  из  рассмотренных  случав  
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Пример  2. Вычислить 
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Решение.  Наивысшая  степень  x  вторая,  делим  числитель  и  знаменатель  на  
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Пример  3. Вычислить  
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Решение.  Имеет  место  неопределенность  вида  
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Замечательные пределы

Первый замечательный предел 
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Построим тригонометрический круг с радиусом ОА = 1. Прямая DA – ось тангенсов. Возьмем на окружности точку В. Радиус ОВ = 1. Соединим точки А и В. Угол ВОА равен х, ВС = sin x, DA = tgx (рис. 1.2)

Предположим, что x > 0. Для x < 0 доказательство аналогично. Площадь треугольника ВОА
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Площадь сектора ВОА
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Рис. 1.2. Первый замечательный предел.

Площадь треугольника DОА
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Из чертежа следует, что для площадей выполняется соотношение
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т. е.
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Сократим общий множитель ½ и разделим на sin (x) (т. к. 
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  Или, для обратных величин 
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Так как 
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 Следствие: 
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Второй замечательный предел, число е. Число е определяется как следующий предел
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      (1.11)
Число е является основанием натуральных логарифмов 
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Пример  1.  Вычислить
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Решение. Числитель  и  знаменатель  дроби  
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  тоже стремятся  к  нулю.  Преобразуем  функцию,  используя первый замечательный предел. Для этого умножим и поделим в числителе на 2х  и учтем, что 
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Пример  2.  Вычислить  
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Решение.  Имеет  место  неопределенность  вида  
[image: image393.wmf]0
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.  Преобразуем  дробь,  домножив  числитель  и  знаменатель  на  выражение,  сопряженное  числителю
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Пример  3.  Вычислить  
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Решение. Имеет  место  неопределенность  вида  
[image: image398.wmf]¥
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.  Преобразуем  функцию  под  знаком  предела,  домножив  и  поделив  на  сопряженное  выражение.
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Таким  образом  получили  предел,  в  котором  имеет  место  неопределенность  вида  
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Пример  4.  Вычислить  
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Решение.  Так  как  
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,  то  имеет  место  неопределенность  вида  
[image: image406.wmf]¥

1

. Вспомним,  что  есть  замечательный  предел  
[image: image407.wmf]e

=

+

®

a

a

a

1

0

)

1

(

lim

. 

Используем  этот  замечательный  предел,  преобразовав  исходный  предел  следующим  образом:
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Имеем  
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Таким  образом, 
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Непрерывность функции. Односторонние пределы
Функция f(x) называется непрерывной XE "Функция непрерывная"  в точке х0, если она определена в этой точке и некоторой ее окрестности, а также
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      (1.12)

Точки, в которых равенство (1.12) не выполняется, называются точками разрыва функции XE "Точки разрыва функции" . Функция непрерывна на промежутке, если она непрерывна в каждой точке промежутка. 

Обозначим за (х разность между двумя значениями аргумента (х = х2 –х1, а за (f (x) разность между двумя значениями функции (f(x) = f(x2) - f(x1). Тогда, если функция непрерывна, то бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции, т. е. если (х( 0, то и (f (x) ( 0.

Введем понятие односторонних пределов. Число А называется пределом функции f(x) слева, если х(x0 оставаясь все время меньше х0 (x < x0). Запись предела слева 
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Аналогично вводится понятие предела справа, в этом случае  х(x0 оставаясь все время больше х0 (x > x0). Запись предела справа
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Для непрерывной функции предел слева совпадает с пределом справа и равен значению функции в точке х0 
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В точках разрыва цепочка равенств нарушается. Разрыв называется «разрывом первого рода», если все пределы конечны и «разрывом второго рода», если хотя бы один из пределов не существует или бесконечен. 

Если хотя бы один из пределов равен бесконечности в точке х = х0 , то говорят, что в этой точке есть вертикальная асимптота. Функция, имеющая на конечном промежутке конечное число разрывов первого рода называется кусочно непрерывной.

Все элементарные функции, а также любая их комбинация непрерывны в своей области определения.

Пример  1.  Найти  точки  разрыва  функции.


[image: image418.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

-

=

,

4

,

4

,

2

x

x

x

y

если  
[image: image419.wmf]2,

20,

0.

x

x

x

£-

-<£

>


Решение. На  интервалах  
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 функция  непрерывна.  Проверке  подлежат  только  точки  
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Для  того  чтобы  убедиться,  что  функция  непрерывна  в  точке,  требуется  проверить,  равны  ли  между  собой  односторонние  пределы  и  равны  ли  они  значению  функции  в этой  точке.

Рассмотрим  точку  
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Вычислим  односторонние  пределы
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Так  как  односторонние  пределы  не  совпадают,  
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 - точка  разрыва  функции.

Рассмотрим  точку  
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 - точка  непрерывности  функции,  выполнены  все  условия  непрерывности (рис. 1.3).

[image: image435.png]



Рис. 1.3.

Пример  2.  Исследовать  поведение  функции   
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   вблизи  точки  разрыва.  Построить  схематический  чертеж.

Решение.  Область  определения  функции 
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Рис. 1.4. Поведение функции в окрестности точки разрыва.
Точка  разрыва  
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. Найдем  односторонние  пределы
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Знак  предела  зависит  от  знаков  числителя  и  знаменателя  дроби.  В  обоих  случаях  числитель 
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,  но  знаменатель  в  пределе  слева  остается  отрицательным,  приближаясь  к  нулю,  а  в  пределе  справа,  приближаясь  к  нулю,  знаменатель  остается  положительным.  Схематичный  чертеж  представлен  на  рис. 1.4.
3.2. Производные и дифференциалы

Определение производной. Правила дифференцирования

Пусть задана некоторая функция y = f (x). Выберем в области определения функции два произвольных значения аргумента х и х1. Обозначим за (х разность между двумя значениями аргумента (х = х1 – х, (т.е  х1 = х +(х).

Замечание. (х может быть как больше нуля, если х1 > х, так и  меньше нуля, если х1 < х.
Вычислим значения функции в этих точках y = f(x) и y1= f(x1).    

Приращением функции (f (x) называется разность между двумя значениями функции 
(f(x) = f(x1) - f(x) = y1 – y   или (f(x) = f(х + (x) – f(x).
Если при (х( 0 существует конечный предел отношения приращения функции к вызвавшему его приращению аргумента, то функция f(x) называется дифференцируемой в точке XE "Функция дифференцируемая"  х, а значение предела называется производной от функции XE "Производная функции"   f(x) в точке х и обозначается 
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                   (2.1)

Производная - это функция от того же аргумента, что и f(x). Операцию вычисления производной называется дифференцированием функции XE "Дифференцирование функции" .

Геометрический смысл производной. Если изобразить на рисунке график функции f(x), отметить точки х и х1 = х + (х ,  то МС = (х, NC = (f(x). Величина отношения
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       (2.2)

равна тангенсу угла наклона секущей MN к оси абсцисс (см. рис.2.1). 

Если (х ( 0, то точка N стремится по графику функции к точке M, секущая MN стремится занять положение касательной МК к графику функции f(x) в точке M, угол наклона секущей α стремится к углу наклона касательной φ. Сравнивая формулы (2.1) и (2.2) мы можем сказать, что значение производной  f ((x) в точке х равно тангенсу угла наклона касательной к графику y = f(x) в точке М с координатами (х, f(x)). 

Уравнение касательной в точке М 
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Рис. 2.1. Геометрический смысл производной

Замечание. В механике производная от пути по времени есть скорость  
[image: image450.wmf]'()
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Правила дифференцирования.
1. Производная постоянной С равна нулю

            ( C )` = 0








        (2.3)

2. Производная линейной комбинации функций f1 (x) и f2 (x)

у(х) = с1f1(x)+c2f2(x),







        (2.4)

где  с1 и c2 произвольные постоянные, равна линейной комбинации производных
у ((x) = (с1f1(x)+c2f2(x))( = с1f1( (x)+c2f2( (x).




       (2.5)

Действительно, вычислим приращение функции (у(x). 

Для этого выберем в области определения функции два произвольных значения аргумента х и х1. Вычислим соответствующие значения функции у (x1) и  у (x) и найдем ее приращение. 
(у(x) = у(x1) - у(x)  = (с1 f1 (x1) + с2 f2 (x1)) - (с1 f1 (x) + с2 f2 (x)).  
Сгруппируем отдельно слагаемые содержащие  f1 (x) и f2 (x) и вынесем за скобки константы с1 и с2. Выделим приращения функций f1 (x) и f2 (x)
(у(x) = (с1 f1 (x1) - с1 f1 (x) ) + (с2 f2 (x1)  - с2 f2 (x)) =  с1( f1 (x1) - f1 (x) ) + 
        (2.6)
+ с2 (f2 (x1)  - f2 (x) ) = с1 ( f1 (x) + с2( f2 (x1) . 










Подставим приращение функции (у(x) (2.6) в формулу (2.1) (определение производной)  и учтем правила вычисления пределов: 

предел суммы равен сумме пределов,

постоянный множитель можно вынести за знак предела.

Тогда
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Следствие. Постоянный множитель С можно вынести за знак производной
(С у (x)) (= С у ((x). 

3. Производная произведения функций  у (x) = f(x) 
[image: image452.wmf]×

g(x) вычисляется по правилу: произведение производной от первой функции на неизменную вторую плюс произведение производной от второй функции на неизменную первую 
у (x)’ = (f(x)g(x))( = f ((x) g(x) + f(x) g ((x).




        (2.7)

Правило можно обобщить на случай производной произведения n функций

 (f1(x) 
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f2(x) 
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fn(x))( = 

= f1(x)( 
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 f2(x) 
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fn(x)+ f1(x) 
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fn(x)+….+ f1(x) 
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4. Производная частного двух функций  
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 вычисляется по правилу
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                                    (2.8)

Пример.

1. (6 sin x - 2 ln x)( = (6 sin x)( - (2 ln x)( = 6 (sin x)( - 2 (ln x)( = 6 cos x - 
[image: image467.wmf]x
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В табл. 1 приведены производные основных элементарных функций. В табл. 2 основные правила дифференцирования.

Дифференцирование сложной функции. Пусть дифференцируемая функция g(x) является аргументами другой функции f(x). В этом случае говорят о сложной функции XE "Функция сложная"  у(x) = f(g(x)) или суперпозиции функций f и g.  

Вычислим производную сложной функции. Найдем приращение функции (у(x). Для этого выберем в области определения функции два произвольных значения аргумента х и х1 = x + (x. Вычислим соответствующие значения функции g (x + (x) и  g (x) и найдем ее приращение
( g (x) = g (x + (x) - g (x) 
[image: image468.wmf]Þ

 g (x + (x)  = g (x) + (g (x).
Аналогично найдем значения функции f (g (x + (x)) и f (g (x)). Тогда

 (f = f (g(x+(x)) – f (g(x)) = f (g (x) + (g (x)) – f (g(x)).


       (2.9)

Подставим выражение (2.9) в (2.1). Умножим и разделим на ( g (x) и сгруппируем сомножители. Тогда производная сложной функции 
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      (2.10)

     2.  (lnx∙cosx)' = 
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В компактной форме производную от сложной функции можно записать так 

Т а б  и ц а 1. Производные основных элементарных функций
	Производная степенной функции:
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	Производная экспоненциальной функции:
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	Производная сложной экспоненциальной функции:
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	Производная логарифмической функции:
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	Производная сложной логарифмической функции:     [image: image480.png][
IS
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.

	Производная синуса:      [image: image481.png]’
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	Производная косинуса: [image: image482.png]’
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	Производная арксинуса:    ;
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	Производная арккосинуса:   
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	Производная тангенса:   [image: image487.png]
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	Производная арктангенса:,
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	Производная арккотангенса:;
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              (2.11)

 Например:  у = ln (sin(x2)). Эта сложная функция состоит  из следующих отдельных функций: f = ln g, g = sin h, h = x2. При этом
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Тогда
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 Т а б л и ц а 2. Правила дифференцирования
	Производная произведения (функции) на постоянную:
	[image: image496.png](¢ u(x))' =c-u'(x), rne c=const





	Производная суммы (функций):
	[image: image497.png](u(x) +v(x)) =u'(x) +V'(x)





	Производная произведения (функций):
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	Производная частного (функций):
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	Производная сложной функции:
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Пример.  Пользуясь  формулами  дифференцирования,  найти  производные  следующих  функций: 
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Решение.  
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2. 
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Производная  сложной  функции  имеет  вид   
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Следовательно, 
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Пример  2.  Составить  уравнение  касательной  и  нормали  к  кривой  
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Решение.  Уравнение  касательной  
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, к  кривой  в  точке  
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. Для  определения  углового  коэффициента  касательной  
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Подставляя  значения  
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 Уравнение  нормали  
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Связь между непрерывностью и дифференцируемостью. Дифференциал функции

Теорема. Если функция у(x) = f(x)  дифференцируема в своей области определения, то она непрерывна. Обратное не верно: из непрерывности функции дифференцируемость не следует.

Доказательство. Дифференцируемость означает наличие производной
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      (2.12)

Используем теорему о разности между функцией и ее пределом: 
если  
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 f (x) = A + ( (х),                                                                                   (2.13)
где ( (х) величина бесконечно малая.

Сравнивая выражения (2.12) и (2.13)  получим, что в нашем случае 

A 
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 y’(x), f(x) 
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т.е.  
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Умножим (2.14) на 
Δх
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               (2.15)

Из (2.15) следует, что если 
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, что является доказательством непрерывности функции..

Приведем пример показывающий, что непрерывная функция может быть не дифференцируемой. Возьмем функцию
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Эта функция непрерывна на всей области определения, так как в точке х0 = 0 выполняется соотношение 
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Следовательно, в точке 0 функция непрерывна. Но производной в этой точке нет, так как слева при x < 0, y’(x) = -1, а справа при x > 0   y’(x) = 1.

Вернемся к формуле (2.15). Дифференциалом df(x) функции XE "Дифференциалом функции"  f(x) в точке х называется линейная по (x часть приращения функции

df(x) = 
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По определению для независимой переменной Δх = dx. Поэтому дифференциал функции f(x) записывают чаще так  
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     (2.17)

Формула (2.17) сохраняется и в том случае, когда х зависимая переменная (формула (2.16) для зависимой переменной неверна). 
Геометрический смысл дифференциала (рис.2.2). Производная f ((x) численно равна тангенсу угла наклона касательной к графику функции f(x). Дифференциал 
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 равен изменению ординаты, касательной к функции в точке N. Замена истинного приращения функции NB (f(x) = f(x + (x) - f(x)  на дифференциал СВ 
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 равносильна замене части графика функции на соответствующую часть касательной к этому графику (см. также рис.2.1). 

Производная f((x) является функцией того же аргумента х, что и исходная функция. Поэтому ее можно опять дифференцировать, т.е. вычислять предел отношения приращения производной к приращению аргумента


Рис. 1.2. Геометрический смысл дифференциала

Производные высших порядков. Если этот предел существует и конечен
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то он называется второй производной от функции XE "Вторая производная функции"  f(x) в точке х. Принятое обозначение: 
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Подобным образом вводят производные n-го порядка    f(n)(x) = (f(n-1)(x))(. В механике вторая производная от пути по времени есть ускорение  
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Пример 1. Производные от степенной функции y = хn.

y( = n xn-1,  

y(( = n (n - 1) xn-2,  

y((( = n (n - 1) (n - 2) xn-3,

..., 

y(k) = n (n - 1) (n - 2)...(n - k+1) x(n-k)  при (к ( n).

Пример  2. Точка  совершает  прямолинейное  колебательное  движение  по  закону  
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Решение.  Найдем  скорость  
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 и  ускорение  а   в  любой  момент  времени  t
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Дифференциалом второго порядка называется дифференциал от первого дифференциала

 d(df(x)) = (df(x))((x = (f ((x)(x)((x = f (((x) ((x)2

Пример. Вычислить производную функции заданной параметрически
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Функция 
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 от  независимой  переменной  
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 задана  через  посредство  вспомогательной  переменной  (параметра  t).  Производная  от  
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Находим  производные от  
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 по  параметру  t:
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Теоремы о дифференцируемых функциях
Для дифференцируемых функций выполняется ряд важных для приложений теорем. Перечислим основные теоремы.

Теорема Вейерштрасса.

Если функция непрерывна на замкнутом промежутке [a, b], то она достигает на этом промежутке наибольшего M и наименьшего m значений.

При этом могут возникать три случая.

1. Наименьшее и наибольшее значения достигаются внутри промежутка [a, b] (рис.2.3 а).

                 [image: image576.png]
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Рис. 2.3.   Наибольшее и наименьшее значение функции на интервале.
2. На границе достигается либо только наибольшее, либо только наименьшее значение (рис. 2.3 б).

3. На границе достигается и наибольшее и наименьшее значение (рис. 7.3 в).

Теорема Роля

Пусть функция у = f(x): 

1. непрерывна на отрезке [a, b],

 дифференцируема во всех внутренних точках отрезка, т. е. в интервале (a, b),

2. f(а) = f(b).

Тогда внутри отрезка (a, b) существует по крайней мере одна точка с, 
a < c < b в которой производная обращается в ноль f `(c) = 0.

Замечание. Точка с  является корнем производной. Если f(а) = f(b) =0, то теорема формулируется так: между корнями функции лежит корень производной. 

Доказательство. Функция у = f(x) непрерывна на промежутке [a, b], то, по теореме Вейерштрасса, она достигает на нем своего наибольшего и наименьшего значений. Но так как значения функции на концах промежутка совпадают, то исключен третий случай теоремы Вейерштрасса, т.е. одно из значений – наибольшее или наименьшее – достигаются внутри промежутка. Предположим, что внутри в точке с,  a < c < b  достигается наибольшее значение М = f(с), остальные случаи доказываются аналогично. Докажем, что в точке с производная обращается в ноль.

Возьмем два значения аргумента х1 > c, х2 < c (рис. 2.4). 

Для х1:     ( x = х1 – с,   ( x > 0,   ( f(x) = f(х1)  - f(с) = f(х1)  - М  < 0.

Следовательно    
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Для х2:   ( x = х2 – с,   ( x < 0,  ( f(x) = f(х2)  - f(с) = f(х2)  - М  < 0.

Следовательно  
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Тем самым, в точке с  производная равна нулю f `(c) = 0.

[image: image581.png]



Рис. 2.3. Теорема Ролля.
Замечание. В точке с касательная идет горизонтально параллельно оси ОХ.

Формула Лагранжа (формула конечных приращений). Пусть функция у = f(x) непрерывна на отрезке [a, b], дифференцируема во всех внутренних точках отрезка, т. е. в интервале (a, b), то внутри отрезка существует по крайней мере одна точка с,  a < c < b в которой справедливо равенство: полное приращение функции равно производной, вычислленной в точке с, умноженной на длину промежутка
f(b) - f(а)  = f `(c)(b - а).







      (2.18)

В точке с касательная параллельна секущей MN (см. рис. 2.4). 

[image: image582.png]



Рис. 2.4. Геометрический смысл формулы конечных приращений.

Теорема Коши. Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны на отрезке [a, b], причем g(x) ≠ 0, дифференцируемы во всех внутренних точках отрезка, т. е. в интервале (a, b), то внутри отрезка существует точка с,  a < c < b в которой справедливо равенство
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      (2.19)
Правило Лопиталя. Пусть функции f(x) и g(x) на отрезке [a, b] удовлетворяют условию теоремы Коши и f(с) = g (с) = 0 (a < c < b), то если существует предел отношения производных при  х → с, то существует и придел отношения функций в этой точке, причем
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Замечание. Правило Лопиталя можно применять и для раскрытия неопределенностей типа  
[image: image585.wmf]¥
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Пример. Вычислить предел 
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Решение. Так как е-х = 1/ех , то предел можно преобразовать к виду 
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Формула Тейлора. Пусть функция у = f(x) в интервале (a, b) имеет производные до (n + 1) ˗ го порядка включительно. Приближающий полином n ˗ ой степени, значение которого и его производных до порядка n включительно совпадают со значением функции и ее производных  в точке   x0  
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                     (2.21)
… 
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В окрестности точки х0 замена функции полиномом (2.21) дает некоторую ошибку. Формула Тейлора обеспечивает возможность точной замены данной функции полиномом 
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                                                    (2.22)
где     a < x < b,   a < x0< b,    x0 < c <x.    

Выражение       
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     (2.23)

называется остаточным членом формулы Тейлора в форме Лагранжа. Величина Rn(x).определяет погрешность, возникающую при замене функции полиномом степени n из (2.23). Форма Лагранжа позволяет при вычислениях найти оценку сверху для (Rn(x)(. 

Если учесть, что 

Δх = х – х0,  

Δf(x) = f(x) - f(x0), 

dnf(x)= f  n(x)Δх, 

то получим дифференциальную форму формулы Тейлора
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   (2.24) 

Формула Маклорена - частный случай формулы Тейлора, когда x0 = 0.
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   ( 2.25)

 XE "Формула Маклорена" Пример. Вычислить значение числа е.

Решение. Построим формулу Тейлора для функции  f(x) = ex  в окрестности точки х0 = 0. Прежде всего, вычислим производные:

f(x) = ex , f ((x) = ex , f (((x) = ex , ..., f(k)(x) = ex .

Отсюда 

f(0) = f ((0) = f (((0) = ... = f (k)(0) = 1.

Из (2.25) для f(x) = ex  имеем 
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Эта формула получена для ex. Если в правой части положить х = 1, то
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В зависимости от требований задачи эта формула позволяет получить сколь угодно точные значения величины e. Так

для n = 2      е (  2.5, ошибка не превышает величины 0.23, 

для n = 3      е ( 2.667, ошибка не превышает величины 0.052, 

для n = 10    е (  2.7182818 и ошибка не более, чем  4.3 ּ 10-7. 

Приложение производных к исследованию функций
Использование производных позволяет прояснить многие особенности в поведении функций. Наиболее важными особенностями функций являются интервалы монотонности и точки экстремумов функций. 

Если функция относится к классу дифференцируемых монотонных функций, то ее производная сохраняет знак на интервале монотонности, причем возрастающая функция имеет положительную производную, а убывающая – отрицательную. Действительно, если Δх > 0, то так как 
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то знак производной совпадает со знаком приращения функции. 

Для возрастающих функций

 Δf(x) > 0
[image: image602.wmf]Û

f `(x) > 0, 

для убывающих функций  

Δf(x) < 0
[image: image603.wmf]Û

f `(x) < 0. 

Функция имеет локальный максимум (минимум) в точке х0, если она определена как в точке х0, так и в окрестности этой точки и значение функции в точке х0 больше (меньше), чем ее значения во всех соседних точках: т. е. 

f(х0) > f(x) в точках максимума

f(х0) < f(x) в точках минимума 

для всех х из окрестности точки х0. 

Минимумы и максимумы функции объединены единым понятием – экстремумы. До точки максимума функция возрастает, следовательно, ее производная положительна

  f `(x) > 0

после точки максимума – убывает, производная отрицательна

 f `(x) < 0. 

Для точки минимума первоначально функция убывает

f `(x) < 0,

а потом возрастает

f `(x)>0).

В самих точках экстремумов производная или равна нулю (обычный экстремум) или не существует (острый экстремум). На рис. 2.5  функция имеет экстремумы в точках х1, х2 и х3, причем в точке х1 – острый максимум, а в точках х2 и х3 обычный минимум и максимум. 

Тем самым, в точках экстремумов функции производная равна нулю или не существует (необходимое условие экстремума) и меняет знак с «+» на «-» в точках максимумов и с «-» на «+» в точках минимумов (достаточные условия экстремума).
Точки, в которых производная равна нулю, называются стационарными точками. Не все стационарные точки являются точками экстремумов. В стационарных точках надо проверять достаточное условие экстремума.

Замечание. Не надо путать наибольшее и наименьшее значение и экстремумы. Экстремум достигается всегда внутри промежутка, а наибольшее и наименьшее значения могут достигаться и в точках экстремумов и на границах промежутка и в точках разрыва. На рис. 2.3  в конечных точках достигается наименьшее значение, но не минимум.

                                   Рис. 2.5. Экстремумы функции

Функция называется выпуклой (выпуклость вверх) на интервале (a, b), если график функции  лежит под любой касательной в каждой точке интервала, на всем интервале выпуклости вторая производная отрицательна f ``(x) < 0.

Функция называется вогнутой (выпуклость вниз) на интервале (a, b), если график функции  лежит над любой касательной в каждой точке интервала, на всем интервале вогнутости вторая производная положительна f ``(x) > 0  (рис.2.6). 

Следовательно, в точках экстремумов вторая производная имеет определенный знак (достаточное условие экстремума по второй производной): 

в точках максимумов  f ``(x0) < 0 ,

в точках минимумов f ``(x0) > 0. 

Точки, в которых вторая производная равна нулю и меняет знак (с «+» на «-» или с «-» на «+» ) называются точками перегиба (рис. 2.6). 
[image: image604.png]Touxaynepernéa




Рис. 2.6. Выпуклость и вогнутость кривой. Точка перегиба.

Пример. Исследовать функцию y = x2 e-x .
y = x2 e-x 
[image: image605.wmf]Þ

 y`= 2x e-x - x2 e-x = x e-x ( 2 – x); 
 y`= 0 если x = 0 или x = 2, это стационарные точки. 
y``= (2 x e-x – x2e-x))’ = 2e-x - 2 x e-x – 2 x e-x + x2 e-x = e-x(2 - 4x + x2); 
y``= 0   если x1,2 =2
[image: image606.wmf]2

±

, 
это точки перегиба
 y``(0) = 2 > 0, 
следовательно в точке х = 0 минимум, 
y``(2) = -2e-2  < 0, следовательно в точке х = 2 максимум.
Прямая y = kx + b называется асимптотической прямой (наклонной асимптотой) для функции f(x), если при х→∞ расстояние от переменной точки графика функции М до прямой стремится к нулю (рис. 2.7). При этом 
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Рис. 2.7. Асимптота

Пример 1. y = x e-x.
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Прямая у = 0 является наклонной (горизонтальной) асимптотой.

Пример  2.  Исследовать функцию    
[image: image612.wmf]2
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  и построить её график.

      1.  Функция определена и непрерывна в интервалах 
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      2.   Функция общего вида, так как 
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      3.  График функции не пересекается с осью OХ, а  с осью OY пересекается при x = 0, y= -2, т.е. в точке В(0; -2).

      4.  Исследуем функцию на наличие асимптот.

     а)   Уравнение вертикальной асимптоты:   
[image: image615.wmf]2
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.  Вычислим пределы функции при 
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 слева и справа.
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      б)   Уравнение наклонной асимптоты имеет вид   y = kx +b, где
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Таким образом, уравнение наклонной асимптоты     
[image: image622.wmf]11

24

yx

=+

.    

5.     Исследуем функцию на экстремум.
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    - точки, подозрительные на экстремум.

Исследуем знак производной в интервалах, окружающих подозрительные точки.
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Рис. 2.8. Исследование на экстремум.

Получили, что в точке х = -1 возрастание функции сменяется убыванием, следовательно, это точка максимума. В точке х = 2 убывание сменяется возрастанием, следовательно, это точка минимума (рис. 2.8).
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5. Исследуем график функции на выпуклость и вогнутость.
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Точек перегиба нет, так как 
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. Исследуем знак второй производной в интервалах, где функция определена, (смотрите пункт 1. этого примера) (рис. 2.9).
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Рис. 2.9. Исследование функции на выпуклость и вогнутость.
Основываясь на полученных результатах исследования, строим график функции (рис. 2.10). 

Пример  3.  Найти  наибольшее  и  наименьшее  значения функции  
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  на  отрезке  [-4; 4].

Найдем  критические  точки  функции  
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,  лежащие  внутри  отрезка  [-4; 4],  и  вычислим  ее  значения  в  этих  точках: 
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Рис. 2.10. График функции 
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Эти  точки  лежат  внутри  отрезка  [-4; 4]  и  являются  критическими.  Других  критических  точек  нет,  так  как  производная  существует  всюду.  Значение  функции  в  критических  точках: 
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2. Вычислим  значения  функции  на  концах  отрезка  [-4; 4]: 
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 и  
[image: image642.wmf]15

)

4

(

=

y

.

3. Сравнивая  все  вычисленные  значения  функции  во  внутренних  критических  точках  и  на  концах  отрезка,  заключаем:  наибольшее  значение  функции  
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 на  отрезке  [-4; 4]    равно  40   и  достигается  ею  во  внутренней    критической   точке  
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,  а  ее  наименьшее  значение  равно  -41  и  достигается  на  левой  границе  отрезка  
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Во  многих  геометрических,  физических  и  технических  задачах  требуется  найти  наибольшее  или  наименьшее  значение  величины,  связанной  функциональной  зависимостью  с  другой  величиной.

Для  решения  такой  задачи  следует,  исходя  из  ее   условия,  выбрать  независимую   переменную,  а  затем  найти  искомое  наибольшее  или  наименьшее  значение  полученной  функции.   При  этом  интервал  изменения  независимой  переменной,  который  может  быть  конечным  или  бесконечным,  также  определяется  из   условия  задачи.

Пример  4.  Найти  размеры  цилиндрической  закрытой  цистерны  с  заданным  объемом  V  и  с  наименьшей  полной  поверхностью.

Решение.  Обозначив  радиус  и  высоту  цилиндра  через  r  и  h,  а  его  полную  поверхность  через  
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Здесь  переменные  r  и  h  не  являются  независимыми,  а  связаны  между  собой  равенством  
[image: image650.wmf]h

r

V

2

p

=

,  так  как  согласно  условию,  цилиндр  должен  иметь  заданный  объем  V.  Определяя  из  этого равенства h  и  подставляя  в  выражение  полной  поверхности,  найдем
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где  r  изменяется  в  интервале  
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Выразив  таким  образом  исследуемую  полную  поверхность  цилиндра  S  через  одну  переменную  r,  найдем   теперь  ее  наименьшее  значение  при  изменении  r  в  интервале  (0; ∞).

Найдем  критические  точки
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  в  единственной  точке  
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,  которая  лежит  в  рассматриваемом  интервале.  Эта  точка  является  критической,  других  критических  точек  нет.

Исследуем  найденную  критическую  точку  по  знаку  второй  производной  в  этой  точке
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откуда  следует,  что  критическая  точка  
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  есть  точка  минимума.

Функция  
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 непрерывна  в  интервале  (0; ∞).  Поэтому  согласно  свойству  непрерывных  функций  единственный  минимум  функции  S  в  интервале  (0; ∞)  совпадает  с  ее  наименьшим  значением  в  этом  интервале.

При  
[image: image659.wmf]3

2

p

V

r

=

  получим  


[image: image660.wmf]r

V

r

V

h

2

2

2

3

2

=

=

=

p

p

.

Следовательно,  цилиндрическая  закрытая  цистерна,  имеющая  любой  заданный  объем,  будет  иметь  наименьшую  полную  поверхность,  когда  ее  осевое  сечение  представляет  квадрат.
3.3. Функции многих переменных 

Функции двух переменных. 
Пусть на плоскости ХY задана  область D. Каждой точке М этой области соответствует упорядоченная пара чисел (х, у) - ее координаты. 

Если каждой упорядоченной паре чисел  (х, у) поставлено в соответствие по закону f число z, то говорят, что задана функция двух переменных

XE "Функция n переменных"
z = f (x, у)









      (3.1)










Область D называется областью определения функции. Множество Z ={z} образует область значений функции. График функции f(x,y) - поверхность в пространстве (рис 3.1), эту поверхность часто обозначают σ. Проекция поверхности σ  на плоскость XOY и есть область D.

Аналогично задается функция трех и более переменных. Физически, например, функцию трех переменных u = f(x,y,z,) можно интерпретировать как плотность вещества в объемной области D.

Следует заметить, что функции двух переменных являются самым простым и наглядным случаем среди всех функций многих переменных и поэтому обычно подробно рассматриваются. Полученные при этом свойства остаются верными и для функций произвольного числа переменных.  


Рис.3.1. График функции двух переменных.

Если на оси Z нанести масштаб, и провести через точки деления плоскости, перпендикулярные оси Z, то поверхность σ разделится на части. На каждой линии сечения плоскостью поверхности σ функция z = f (x, у) будет постоянной величиной. Линии сечения проектируют на плоскость ХY и называют линиями уровня (рис. 3.2).
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Рис. 3.2. Линии уровня.

Функция z = f (x, у) называется непрерывной в точке М0(x0, y0), если имеет место равенство
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и точка М(x, y) стремится к  М0(x0, y0) оставаясь все время в области определения функции. Функция непрерывная в каждой точке области называется непрерывной во всей области. 

Если функция непрерывна в ограниченной замкнутой области, то она достигает там своего наименьшего m и наибольшего M значений.

Приращения функции двух переменных. Выберем в области определения функции точку М0 с координатами x0  и  y0 т.е. М0(x0, y0) и точку М1 с координатами x1  и  y1 М1(x1, y1) (рис.3.3). вычислим в этих точках значения функции z0 = f(x0, у0) и  z1 = f(x1, у1) .  
Полным приращением функции двух переменных Δz называется разность ее значений в точках М1 и М0
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       (3.2)

Сделаем дополнительное построение. Построим точку М2(x1, y0) и М3(x0, y1). Частным приращением по аргументу х Δхz называется разность значений функции в точках М2 и М0
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       (3.3)
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Рис. 3.3. Приращения функции двух переменных.

а частным приращением по аргументу у Δуz называется разность значений функции в точках М3 и М0
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       (3.4)

Сумма частных приращений, в общем случае, не совпадает с полным приращением.

[image: image667.wmf]xy

zzz

D+D¹D

.
Частные производные. Частной производнойXE "Частная производная" 
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 от функции двух переменных  f(x, y) по переменной  х  при y = y0  называется предел отношения частного по х приращения функции 
[image: image669.wmf]x
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 к вызвавшему его приращению аргумента Δх, при Δх стремящемся к нулю (если этот предел существует и конечен). Так как y0 любое фиксированное число из области допустимых значений, то его можно заменить на у. Тогда  
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Частная производная от функции f(x, y) по переменной y 
[image: image671.wmf]''(,)
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определяется и обозначается аналогичным образом
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То есть, при вычислении частной производной от функции двух переменных f(x, y) по х второй аргумент y выступает как величина постоянная. Если же вычисляется частная производная по y, то х принимается постоянной величиной.

При вычислении частных производных удобно помнить, что 
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Пример 1. Вычислить частные производные zx( и zy( от функции 
[image: image674.wmf](,)
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z = x3y2 + sin x - 4y.

Решение. В соответствии с определением, имеем для частной производной по х  сам  у  и любая функция, зависящая только от у, есть величина постоянная, а для частной производной по у  сам  х и любая функция, зависящая только от х, есть величина постоянная
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Частная производная от z = f(x, y) тоже является функцией двух переменных и от нее вновь можно вычислять частные производные и так далее. 

Функция двух переменных имеет следующие вторые производные:

вторая производная от f(x, y) по  х  дважды
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вторая производная от f(x,y) по  y  дважды
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вторая смешанная производная от f(x,y) по  x   и по y
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- вторая смешанная производная от f(x,y) по  y и по  х.
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для функций, имеющих непрерывные частные производные второго порядка, смешанные производные второго порядка совпадают
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Пример 2 (продолжение примера 1). Вычислить вторые производные для функции

 f(x,y) = x3y2 + sin x - 4y. 

Решение. Применяя правила дифференцирования, получим
zxx(( = (3x2y2  + cos x)х’ = 3y2 ∙2 x  - sin x =  6xy2  - sin x,     

 zyy(( = (2x3y – 4)y’ = 2x3∙1= 2x3,      

 zxy(( = (3x2y2  + cos x)y’ = 3x2 2y = 6x2y = zyx((.

Пример 3. Вычислить четвертую производную, причем одну по х и три по y для функции

f(x,y) = 2x4 ∙ lny - cos(x + y3) + x3

В соответствии и правилами дифференцирования сложных функций и функций многих переменных имеем:


[image: image682.wmf]433332

3

33

323223

2

3

32433

3

(,)

((2lncos()))(24lnsin()13)

88

cos()3sin()33cos()32

16cos()3y9sin()94sin(

xyyyyyy

yyy

fxy

xyxyxxyxyx

yx

xx

xyyxyyyxyy

yy

x

xyyxyyx

y

¶

¢¢¢¢¢¢¢

=-++=×++×+=

¶¶

²¢

æöæö

-

=++×=-+×++××=

ç÷ç÷

èøèø

=-+×-+×-+

323

3

6333

3

)36cos()6

16(627)cos()54sin()

yyyxy

x

yxyyxy

y

++×=

=+-+-+


При вычислении было учтено, что 
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Производные от функций большего числа производных вычисляются по тем же правилам. 

Пример 4. Пусть дана функция четырех переменных f(x, y, z, t) 

f(x, y, z, t) = xz3t2  + yz2 cos(y3 - t).

Решение. Вычислим вторую смешанную производную по аргументам  z  и t
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Пример 5. Проверить удовлетворяет ли функция 
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Решение. 
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Складывая полученные выражения, получим  
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Дифференциалы функции двух переменных.  Полным дифференциаломXE "Полный дифференциал" df(x,y) функции f(x,y) называется сумма произведений частных производных на приращения или дифференциалы переменных х и у 
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Напомним, что по определению для независимых переменных Δ x = dx, 
Δ y = dy. 

Частным дифференциалом по переменной х называется следующее выражение
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       (3.6)

Аналогично определяется частный дифференциал по переменной у
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Следовательно   
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       (3.8)

Полное приращение функции двух переменных, вызванное приращением ее аргументов, отличается от полного дифференциала на бесконечно малую функцию более высокого порядка малости, чем приращения аргументов  Δх и Δу, т.е.

(z = (f(x, y) = df(x, y) + ((Δx, Δy).                                                      
   (3.9)













В этой связи на практике при небольших изменениях аргументов приращение функции заменяют  на ее полный дифференциал. Если значение f(x0,y0) известно, но неизвестно f(x1,y1) = f(x0+(x, y0+(y), то приближенное значение функции удобно вычислять при помощи полного дифференциала.
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Пример 1. Найдем полный дифференциал функции  
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Пример 2. Найти для функции f(x,y) = xy приращение и соответствующий полный дифференциал, если  x0 = 4, y0 = 3, а x1 = 4,2 и y1 = 3,1.  

Решение. Δх = x1 - x0 = 0.2 ; Δ y = y1 -  y0 =0.1.

(f (х,у) = f (х1,у1) - f (х0,у0) = x1 y1 +  x0 y0 = 4.2 ∙ 3.1 - 12 = 1.02
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Следовательно, разность (рассогласование) между (f  и df составит 0.06.

Вторым дифференциалом функции двух переменных d2z называется диференциал от первого дифференциала 

[image: image703.wmf]2222

222

22

()()()

zzzzzz

dzddzdxyxxyyxy

xyxxyyxy

æö

¶¶¶¶¶¶

º=D+D=D+DD+DD+D

ç÷

¶¶¶¶¶¶¶¶

èø


Опуская скобки и учитывая равенство смешанных производных получим
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   (3.11)

 Градиент и производная по направлению. Пусть в каждой точке области D задана дифференцируемая функция двух переменных z = f (x, у). градиентом функции grad z в точке М(х, у) называется вектор, проекциями которого являются частные производные
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Знак 
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 читается как знак градиента или просто как название буквы 
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Аналогично определяется градиент функции трех переменных
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Направление вектора градиента указывает направление наискорейшего изменения функции. Длина вектора 
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     (3.14)

Для функции двух переменных в каждой точке М(х, у) вектор градиента перпендикулярен линии уровня.

Если задан вектор 
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, то производной функции z = f (x, у) по направлению вектора 
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называется проекция вектора градиента на направление вектора 
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    (3.15)
т. е. проекция равна скалярному произведению векторов 
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 и 
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 делить на длину вектора 
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       (3.16)
Аналогично определяется производная по направлению вектора 
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и для функции трех переменных
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Пример. Вычислить градиент функции 
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в точке М(1, 2, 4) и производную по направлению 
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Решение. Вычислим частные производные и найдем градиент функции
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     (3.18)

Если в выражение (3.8) подставить координаты точки М, то получим градиент функции в точке М
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Вычислим производную по направлению вектора 
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В точке М
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Экстремум функции двух переменных.
Ранее была приведена формула Тейлора для функции одной переменной 


[image: image729.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

0

0000

''

()'....

2

fx

fxfxfxxxxx

=+×-+×-+

 

[image: image730.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

()

!

n

n

n

fx

xxRx

n

+×-+

      

где 
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 остаточный член формулы Тейлора, который определяет погрешность, возникающую при замене функции на полином степени n. Преобразуем формулу, обозначив за 
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Разность 
[image: image736.wmf]0
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есть приращение функции, а  
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. С учетом этих значений, получим дифференциальную форму формулы Тейлора (2.24)
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Дифференциальная форма справедлива для функции любого числа переменных, в частности, для функции двух переменных,
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                                           (3.19)

 Здесь 
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                      (3.20)
Максимум и минимум функции двух переменных. Мы говорим, что функция двух переменных z = f (x, у) имеет максимум в точке М0(x0, y0), если значение функции в этой точке больше чем во всех соседних точках
f(x0, у0) > f(x, у).
Аналогично, в точке минимума М0(x0, y0) значение функции меньше чем во всех соседних точках
f(x0, у0) <  f(x, у).
Минимум и максимум функции достигаются только внутри области  D. Минимумы и максимумы называются экстремумами функции (рис. 3.4). 
В точке максимума приращение функции отрицательно для любых соседних точек
Δf(x,y) < 0
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В точке минимума приращение всегда строго положительно
Δf(x,y) > 0
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Рис. 3.4. Максимум (а) и минимум (б) функции двух переменных.

Необходимые условия экстремума. В точке экстремума М0(x0, y0) каждая частная производная первого порядка или равна нулю или не существует. Действительно, если мы зафиксируем у = y0, то функция f(x, у0) будет функцией одной переменной х, а для функции одной переменной в точке экстремума первая производная 
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 или равна нулю или не существует. Аналогично, если х = x0, то равна нулю или не существует 
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Точки, в которых обе частные производные равны нулю называются стационарными точками. Для нахождения стационарной точки необходимо решить систему


[image: image748.wmf]0

0

z

x

z

y

¶

ì

=

ï

¶

ï

í

¶

ï

=

¶

ï

î










   
     (3.22)

Не все стационарные точку будут точками экстремума. Условие (3.22) является только необходимым условием экстремума, но не является достаточным.

Достаточные условия экстремума. Теорема. Если в окрестности стационарной точки М0(x0, y0) функция z = f (x, у) имеет непрерывные частные производные до третьего порядка включительно, то функция двух переменных  имеет экстремум, если 
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При этом 

если 
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если 
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Если 
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, то требуется дальнейшее исследование.

Доказательство. Докажем для максимума, для минимума доказательство аналогично.

В стационарной точке обе частные производные равны нулю, следовательно, равен нулю первый дифференциал 
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В точке максимума приращение Δf(x,y) строго отрицательно  Δf(x,y) < 0. Следовательно, необходимо определить, при каких значениях вторых производных второй дифференциал сохраняет знак.
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Вынесем за скобки положительную величину 
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обозначим за  t,   
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. Получим квадратный трехчлен по переменной t, который сохраняет знак при любом значении t только если его дискриминант отрицателен
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[image: image760.wmf]2

22

22

(,)(,)(,)

240

fxyfxyfxy

D

xyxy

æö

¶¶¶

=-×<

ç÷

¶¶¶¶

èø


Или, сократив на 4 и переставив члены неравенства, получим
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Знак квадратного трехчлена совпадает со знаком коэффициента при t2. Поэтому в точке максимума 
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. Теорема доказана.

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию 
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Решение.  Вычислим первые производные и найдем стационарную точку
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Вычислим вторые производные
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В стационарной точке  
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, следовательно, это точка экстремума. Так как zxx’’ > 0 ,то это точка минимума.
Если функция задана в ограниченной области, то у нее существую наибольшее и наименьшее значения, которые могут или совпадать с экстремумами или достигаться на границе. 

Пример 2.  Найти  наибольшее  и  наименьшее  значения  функции  
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 в  замкнутой  области,  ограниченной  осью  ОY,  прямой  y = 2  и  параболой  
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  Решение. Точки, в которых функция принимает наибольшее и наименьшее значения, могут находиться как внутри области, так и на ее границе. Если функция принимает наибольшее (наименьшее) значение во  внутренней точке области, то в этой точке частные производные 
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 равны нулю. Решив систему уравнений
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найдем две точки О (0; 0) и М (1; 1), в которых обе частные производные равны нулю. Первая из них принадлежит границе области. Следовательно, если функция  z  принимает наибольшее (наименьшее) значение во внутренней точке области, то это может быть только в точке М(1;1). Перейдем к исследованию функции на границе области (рис. 3.5). 
На  отрезке  ОА  имеем  
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есть  возрастающая  функция от  одной  переменной  
[image: image775.wmf]y

;  наибольшее  и  наименьшее  значение  она  принимает  на  концах  отрезка  ОА.  На  отрезке  АВ  имеем  
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,  поэтому  на  этом  отрезке  функция
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представляет  собой  функцию  одной  переменной 
[image: image778.wmf]x

; ее  наибольшее  и  наименьшее  значения  находятся  среди  ее  значений  в  критических  точках  и  на  концах  отрезка
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Рис. 3.5. Нахождение наибольшего и наименьшего значения функции двух переменных в области.

Находим  производную:  
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  имеется  лишь  одна  критическая  точка  
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  соответствующей  точкой  отрезка  АВ  является  точка  Q
[image: image786.wmf](2;2)

. Итак,  из  всех  значений  функции  
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  на  отрезке  АВ  наибольшее  и  наименьшее  находятся  среди  ее  значений  в  точках  А, Q и  В.
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Решаем  уравнение  
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  и  находим  его  корни:  
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.  Таким  образом,  из  всех  значений  функции  
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 на  дуге  ОВ  наибольшее  и  наименьшее  находятся  среди  ее  значений  в  точках  О,  Р  и  В.

Следовательно,  наибольшее  и  наименьшее  значения  функции 
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  в  данной  замкнутой  области  находятся  среди  ее  значений  в  точках  О,  А,  Q,  В,  Р,  М,  т. е.  среди  значений:
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Наибольшее  и  наименьшее  из  них  равны  12  и  -1.  Они  и  являются  наибольшим  и  наименьшим  значениями  функции  в  этой   замкнутой  области:  
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3.4. Неопределенный интеграл

Определение первообразной. Определение определенного интеграла. Вычисление неопределенного интеграла
Функция F(x), производная которой равна функции f(x), т.е. 

F((x) = f(x) 









       (4.1)

называется первообразнойXE "Функция первообразная" для f(x). Так, например,  если 
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Если же f(x) = sin (2x), то ее первообразная  F(x) = - 0.5 cos(2x), так как 
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Теорема. Пусть F1(x) и F2(x) две разные первообразные одной и той же функции f(x) на промежутке [a, b]. Тогда разность между ними есть постоянная величина С.

Доказательство. Обозначим за Ф(х) разность между F2(x) и F1(x), т. е. Ф(х) = F2(x) -  F1(x) и возьмем производную от функции Ф(х)
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       (4.2)

Единственной функцией, производная которой при любом значении х равна нулю, есть постоянная величина, следовательно Ф(х) = const ≡ C и  

F2(x) = F1(x) + С.








       (4.3)

Следствие. Функция f(x) имеет бесконечное множество первообразных {F(x)}, отличающихся на постоянную величину, т.е. {F(x)}= F(x) + C.

Пример. Для f(x) = sin(2x) первообразной будет не только функция F(x) = – 0.5 cos(2x), но и функция  F(x) = – 0.5 cos(2x) +4, F(x) = – 0.5 cos(2x) -1, и. вообще, любая функция вида  F(x) = – 0.5 cos(2x) + C

Множество всех первообразных {F(x)} функции f(x) называется неопределенным интеграломXE "Интеграл неопределенный" от этой функции и обозначается так
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где ( - знак интеграла, читается “интеграл”, 

f(x) - подынтегральная функция от переменной интегрирования х, 

f(x)dx - подынтегральное выражение,

 C - постоянная интегрирования.

Из определения интеграла следует, что

Производная от неопределенного интеграла равна подинтегральной функции. Действительно
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)( = (F(x) + C)( = F ((x) + 0 = f(x).                                            (4.5)

Дифференциал от неопределенного интеграла равен подинтегральному выражению. Действительно, так как dF = F ((x)dx, получим 

d(
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        (4.6)

Интеграл от дифференциала первообразной равен самой первообразной. Действительно, пусть F(x) -  первообразная для функции f(x) ( т.е. F((x) = f(x)). Тогда
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        (4.7)

Формулы (4.5 – 4.7) наглядно иллюстрируют то обстоятельство, что операции дифференцирования и интегрирования взаимно обратны с точностью до постоянной. В этой связи по аналогии с таблицей формул дифференцирования элементарных функций можно построить таблицу основных интегралов. 

Линейные свойства неопределенного интеграла. 

Интеграл о суммы функций равен сумме интегралов.
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      (4.8)

Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного интеграла.
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     (4.9)

Справедливость равенств (4.8) и (4.9) проверяется дифференцированием. Возьмем производную от левой и правой части равенства (4.8) и проверим, что они совпадают. По правилу (4.5)
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Если совпадаю производные, то и первообразные равны с точностью до постоянной. Равенство (4.9) доказывается аналогично. Основные простейшие интегралы сведены в табл. 3.
Пример. Найти  
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Решение. Запишем стоящую в числителе единицу в тригонометрическом виде, используя основное логарифмическое тождество (1 = sin2x + cos2x), разделим почленно числитель на знаменатель, получим табличные интегралы:
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Т а б л и ц а 3. Таблица основных интегралов
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Основные методы интегрирования
Для вычисления неопределенных интегралов часто используют так называемые стандартные методы интегрирования. Перечислим основные из них.

Метод замены переменной. Добиться упрощения подынтегрального выражения можно при помощи замены переменной интегрированияXE "Замена переменной интегрирования". Суть этого метода заключается в замене переменной интегрирования х на некоторую непрерывную функцию х = ((t), имеющую непрерывную производную φ’(t) и обратную функцию 
[image: image839.wmf]1
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,  с тем, чтобы преобразовать исходный интеграл к более простому виду. Тогда  
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Формула (4.10) называется формулой замены переменнойXE "Формула замены переменной" под знаком неопределенного интеграла. Для доказательства, как мы это делали ранее, возьмем производные по переменной х от левой и правой части и проверим, что они совпадают (формулы 4.5, 4.6)
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Для вычисления производной от правой части вспомним, что 
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Алгоритм метода замены переменной следующий. Вначале необходимо найти замену переменной интегрирования x = ((t), записать интеграл с новой переменной интегрирования t, вычислить его, а затем вновь вернуться к исходной переменной интегрирования, использовав обратную функцию 
[image: image845.wmf]1
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Простейшие замены. К простейшим относятся линейная замена и замена типа «подведение под знак дифференциала».

Линейная замена основана на следующем соотношении. Пусть интеграл

[image: image846.wmf]()()

fxdxFxC

=+

ò


является табличным. Тогда можно вычислить интеграл от функции f (ax+b)
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Для доказательства возьмем производные от левой и правой части равенства (4.11)
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Пример 1. Вычислить 
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Решение.  За базовый возьмем табличный интеграл


[image: image851.wmf]C

x

x

dx

+

=

ò

ln

. 

Тогда


[image: image852.wmf]2

11

ln21

1

212

a

dxxC

b

x

=

éù

==-+

êú

=

-

ëû

ò

.
Пример 2. Вычислить 
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Решение. За базовый возьмем табличный интеграл
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Тогда
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Замена типа подведение под знак дифференциала основана на формуле
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т. е. в данном случае сделав замену 
[image: image857.wmf]()
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Пример 3. Найти  
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Решение. Особенностью данного интеграла является то обстоятельство, что его подынтегральное выражение содержит сомножитель 
[image: image859.wmf],
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 который является дифференциалом функции arctg x. Поэтому в данном интеграле целесообразно ввести  замену переменной:

 t = arctg x. 

Отсюда   

dt = d(arctg(x)) = 
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Подставляя в исходный интеграл, имеем  
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Пример 4. Найти 
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Решение. Здесь уместна замена 

t = cos x, 

т. к. dt = - sin x dx,  и  sin3x dx = sin2x sinx dx = (1 – cos2(x)) sinx dx. 

Поэтому
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Метод интегрирования по частям. Пусть u(x) и v(x)  две дифференцируемые функции. Метод интегрирования по частям позволяет вычислять интегралы от произведений функций и основан на формуле 
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или, в развернутом виде,
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(4.13)

Эта формула носит название формулы интегрирования по частямXE "Формула интегрирования по частям". Ее применение полезно в тех случаях, когда подынтегральное выражение можно представить в виде произведения двух функций 
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 для взятия интеграла проще, чем подынтегральное выражение 
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Доказательство. По правилу дифференцирования произведения функций u(x) и v(x) , имеем
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Проинтегрируем это равенство, учитывая, что  (4.7)
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Тогда
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Из этого соотношения легко получить формулу (4.13).     

Пример 5. Найти 
[image: image873.wmf]ò
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. 

Решение. Использование формулы интегрирования по частям позволяет вместо исходного не табличного интеграла вычислить только интеграл от sinx. Покажем это, приведя схему записи удобную при использовании метода интегрирования по частям.
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=  - x∙cos(x)  + 
[image: image876.wmf]ò
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=  - x ∙ cos(x) + sin(x)+ C.

Обычно в интегралах за u(x) берут следующие функции: 

ln(x), arсsin(x), arсcos(x), arсtg(x), arсctg(x)

а за v’(x) берут функции  ех, sin(x), cos(x).

Функцию хn , где n натуральное число, можно относить и к первой и ко второй группе.

Метод разложения на простейшие. Правильной рациональной дробью R(x) называется отношение двух полиномов (многочленов)
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      (4.14)

где 
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 коэффициенты многочленов 
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Если 
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дробь называется неправильной, такие дроби необходимо упростить, выделив целую часть и остаток в виде правильной дроби. 

Знаменатель рациональной дроби имеет ровно n корней, среди которых есть действительные корни (кратные, т.е. повторяющиеся, и некратные) и комплексные корни, также кратные и некратные (комплексные корни являются корнями квадратного трехчлена с отрицательным дискриминантом).

Простейшими дробями или просто простейшими называются дроби вида

1. 
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соответствует действительному некратному корню знаменателя а,

2. 
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, k – целое положительное число, 
соответствует действительному кратному корню знаменателя а, число k называется кратностью корня, 

3. 
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 имеет только комплексней корни, т.е. 
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соответствует двум комплексным некратным корням,

4. 
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, k – целое положительное число,

соответствует двум комплексным кратным корням, число k кратность корня.
Всякую правильную рациональную дробь можно представить в виде суммы элементарных дробей, поэтому приведем интегралы от первых трех видов простейших 
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2. 
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                          (4.16)

3. 
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Пример 6. Вычислить 
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Решение. Используем формулу (4.15)

[image: image892.wmf]4

4ln3

3

dxxC

x

=-=

-

ò

.

Пример 7. Вычислить 
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Решение. Используем формулу (4.16)
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Пример 8. Вычислить 
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Решение. Так как 
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Приведем примеры разложения правильной рациональной дроби на простейшие слагаемые, исходя из следующего правила:

каждому некратному корню соответствует простейшая первого вида,

каждому кратному корню кратности k соответствует k - 1 простейшая второго вида с убывающими степенями знаменателя и одна простейшая первого вида,

каждым двум некратным комплексным корням соответствует простейшая третьего вида.

Пример 9. Разложить на простейшие рациональную дробь 
[image: image898.wmf]2
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Решение. Корни знаменателя: х1 = -1 действительный некратный корень, и х2 = 0 действительный кратный корень кратности 2. Следовательно
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Для того, чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В1 и В2 приведем правую часть выражения к общему знаменателю, раскроем скобки  и приведем подобные члены в числителе
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Приравняем числители исходного и конечного выражений
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Такое соотношение возможно тогда и только тогда когда совпадают коэффициенты при одинаковых степенях х (если какая-то степень х отсутствует, то это значит, что коэффициент при ней равен нулю). Получим систему 
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Окончательно
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Пример 10. Разложить на простейшие рациональную дробь 
[image: image904.wmf]2
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Решение. Корни знаменателя: х1=0 действительный некратный корень, и два комплексных корня квадратного трехчлена 
[image: image905.wmf]2
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 с отрицательным дискриминантом
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Для того, чтобы найти неизвестные коэффициенты А, В и D приведем правую часть выражения к общему знаменателю, раскроем скобки и приведем подобные члены
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Приравняем числители и коэффициенты при одинаковых степенях х 
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Получим систему 
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Окончательно
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Вычислим интегралы от рациональных дробей примеров 9 и 10, используя формулы (4.15-4.17)
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Замечание. Существует большое количество интегралов, которые методом замены переменной можно свести к интегралам от рациональных дробей. К таким интегралам относятся интегралы от иррациональных функций вида
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В этом случае надо сделать замену переменной вида 
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Пример. Вычислить интеграл 
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Решение. Степени корней ¼ и 
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 имеют общий знаменатель 12. Следовательно, замена 
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[image: image920.wmf]Þ

Получили неправильную рациональную дробь. Разделим числитель на знаменатель
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Следовательно   
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Продолжим вычисление интеграла
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[image: image925.wmf]Þ


Вычислим отдельно интеграл от правильной рациональной дроби методом разложения на простейшие. Знаменатель имеет корни: t1= 1, t2= -1 и два комплексных корня, соответствующих множителю t2+ 1.
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Раскрыв скобки и приведя подобные члены получим
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Подставим полученное разложение рациональной дроби в интеграл
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3.5. Определенный интеграл. 
Определение определенного интеграла

Площадь криволинейной трапеции. Пусть на отрезке [a, b] задана неотрицательная непрерывная функция f(x). На плоскости XOY, как показано на рис.5.1, график этой функции, отрезок оси абсцисс и прямые x = a и y = b образуют криволинейную трапецию, площадь такой криволинейной трапеции равна S. Разделим отрезок [a, b] на произвольные n частей, при этом координаты точек деления удовлетворяют соотношению 

x0 = a < x1 < x2 < ... < xi -1< xi <... < xn = b.

 В точках деления проведем прямые, перпендикулярные оси ОХ. Криволинейная трапеция разделилась на n узких криволинейных трапеций (элементарных трапеций) шириной Δxi = xi - xi-1 (i = 1, 2,…, n).  Площадь каждой такой элементарной трапеции обозначим как Δ Si.

На каждом промежутке [xi-1, xi] выберем произвольную точку 
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Рис. 5.1. Криволинейная трапеция.

Сумма площадей полученных прямоугольников приближенно равна площади исходной криволинейной трапеции.
S (
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Увеличим число разбиений n. При этом каждый раз обязательно должна уменьшатся длина наибольшего из разбиений Δxi. Эту длину называют рангом дробления и обозначают r , т. е. r = max Δxi ( 0 при n ( (. При этом погрешность при вычислении площади будет стремиться к нулю и в пределе мы получим площадь криволинейной трапеции 
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        (5.2)

Сумму, стоящую в выражении (5.2) называют интегральной суммойXE "Интегральная сумма".

Определение определенного интеграла. Пусть на интервале [a, b] задана непрерывная функция f(x). Разделим отрезок [a, b] на произвольные n частей, при этом координаты точек деления удовлетворяют соотношению 

x0 = a < x1 < x2 < ... < xi -1 < xi<... < xn = b.

На каждом промежутке [xi-1, xi] (i = 1, 2,…, n) выберем произвольную точку 
[image: image939.wmf]**
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 функцию 
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 и  умножим на длину интервала Δxi = xi - xi-1, получим 
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. Просуммируем по всем i , получим интегральную сумму 
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Увеличим число разбиений n. При этом каждый раз обязательно должна уменьшатся длина наибольшего из разбиений Δxi, т.е. ранг дробления должен стремится к нулю. Если независимо от способа разбиения отрезка [a,b] на части, для функции f(x) существует конечный предел интегральной суммы при    n ( (  и r ( 0, то этот предел называется определенным интеграломXE "Интеграл определенный" от функции f(x) на интервале [a,b], а сама функция f(x) - интегрируемой на    [a, b].

Для обозначения предельного значения суммы Лейбниц ввел символ        "
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", как стилизацию начертания буквы S -   начальной буквы латинского слова Summa.
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(5.3)

Читается: "Интеграл от a до b от функции f(x)". Числа а и b называются соответственно нижним и верхним пределами интеграла. Интеграл существует для всех непрерывных и кусочно непрерывных функци (т.е. имеющих на интервале [a, b] только конечное число разрывов первого рода). 

Определенный интеграл - есть число! Его значение зависит только от вида функции f(x) и пределов интегрирования, но не от переменной интегрирования, которую можно обозначить любой буквой.
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Определенный интеграл имеет следующий свойства, вытекающие из определения.

1.  
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2. 
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3. 
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4. 
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Свойство аддитивности. Если функция f(x) интегрируема на интервалах [a, c] и [c, b], a < c < b, то она интегрируема и на интервале [a, b], при этом выполняется равенство
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Свойство аддитивности имеет наглядный геометрический смысл: оно выражает свойство аддитивности площади, например, плоских фигур (рис. 5.2). Следствие. Если f(x) - нечетная функция, т.е.  f(-x) = - f(x), то  
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Если f(x) - четная функция, т.е. f(-x) = f(x), то
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             Рис. 5.2. Аддитивность определенного интеграла.
Линейные свойства определенного интеграла.

1. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла,
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Действительно, по определению
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2. Определенный интеграл от алгебраической суммы нескольких функций равен алгебраической сумме интегралов от слагаемых. Для суммы двух функций имеем
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     (5.12)

Доказательство также основано на определении определенного интеграла
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Интегрирование неравенств. Пусть на интервале [a, b] функции f(x) и g(x) связаны соотношением 
[image: image960.wmf]()()
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(рис. 5.3).Тогда и для интегралов выполняется то же соотношение
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Рис. 5.3. Интегрирование неравенств. Зеленым обозначена разность площадей криволинейных трапеций.

Действительно
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Функция непрерывная на замкнутом интервале, по теореме Вейерштрасса,  достигает на нем своих наибольшего M и наименьшего m значений  
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. Тогда, определенный интеграл лежит между двумя числами
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Теорема о среднем. Если f(x) непрерывна на интервале [a, b], то на этом отрезке найдется такая точка с, что справедливо равенство 
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 .                                                                           (5.13) 
Эта формула имеет ясный геометрический смысл (рис.5.4): площадь криволинейной трапеции численно равна площади прямоугольника с тем же основанием, что и трапеция, причем высота прямоугольника равна значению функции f(с) в некоторой точке с, лежащей между а и b. Значение f(c)  называется средним значением функции на интервале [a,b] и имеет обозначение 
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Рис. 5.4. Геометрическая интерпретация теоремы о среднем

Вычисление определенного интеграла

Теорема. Интеграл с переменным верхним пределом равен первообразной функции f(x).XE "Теорема о существовании первообразной" Если функция f(x) непрерывна на интервале [a,b], то функция 

Ф(х) = 
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где 
[image: image971.wmf][,]
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, дифференцируема в любой внутренней точке х этого интервала, причем Ф((x) = f(x), то есть функция Ф(х) является первообразной функции f(x). Функция Ф(х) называется интегралом с переменным верхним пределом. 

Доказательство. Найдем производную функции Ф(x). Для этого вначале выберем приращение аргумента (х столь малым, чтобы точка х + (х лежала внутри отрезка [a, b], и найдем приращение функции Ф(х) (рис. 5.5, приращение обозначено зеленым цветом).

(Ф(х) = Ф(х + (х) - Ф(х) = 
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Здесь мы использовали свойство аддитивности. К полученному интегралу применим теорему о среднем (5.13)

(Ф(x) = 
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= f(с)(x,  где с ( [x, x+(x].
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Рис. 5.5. Интеграл с переменным верхним пределом.

Следовательно, 
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Поэтому производная функции Ф(х) равна f(x)
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     (5.13)

А так как производная функции Ф(х) равна f(x), то, по определению первообразной, Ф(х)  первообразная. Следовательно, интеграл от функции f(x) с постоянным нижним и переменным верхним пределом х, есть одна из первообразных функции f(x)  
[image: image980.wmf]()()

xFxC

F=+

. 

Теорема. Формула Ньютона – Лейбница. Если функция f(x) непрерывна на интервале [a, b], то определенный интеграл равен разности значений первообразной 
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Доказательство. В силу непрерывности на отрезке [a,b] функция f(x) интегрируема и, на основании предыдущей теоремы, имеет первообразную 

Ф(x) = 
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= F(x) + C.                                                                     (5.15)

Константу С легко выразить через значение первообразной F(х) в точке а. Действительно, принимая во внимание, что

Ф(а) = 
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из (5.16) получим: 

- F(a) = C. 
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Поскольку 

Ф(b) =
[image: image985.wmf](
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то, подставив (5.17) в (5.18) получим  формулу Ньютона – Лейбница
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где F(x) - первообразная для функции f(x), а 
[image: image987.wmf]b
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- знак подстановки Ньютона. Этот знак означает, что сперва в функцию F(x) подставляем верхний предел и вычитаем функцию вычисленную в точке нижнего предела. 

Формула (5.19) дает следующее правило: для вычисления определенного интеграла необходимо найти первообразную подынтегральной функции, т.е. вычислить неопределенный интеграл, а затем вычислить разность значений первообразной на верхнем и нижнем пределе.

Пример 1. Вычислить интеграл 
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Решение. 
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. Следовательно, по формуле (5.19)
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При вычислении определенного интеграла используются те же основные приемы, что и при вычислении неопределенного интеграла.

Формула интегрирования по частям в определенном интеграле
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Пример 2. Вычислить 
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Решение. Прямому вычислению данного интеграла препятствует наличие сомножителя х в подынтегральном выражении. Поскольку производная от х’=1, то, используя  (5.20), возьмем u = x. Тогда
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Замена переменной в определенном интеграле. При вычислении определенного интеграла можно использовать замены, в том числе простейшие замены: линейную и «типа подведение под знак дифференциала». 
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(5.21)

где x = ((t), ((() = a, (=(-1(a) ; ((() = b,  ( = (-1( b).

Пример 3. Вычислить 
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Решение. Положив ln(х) = t, имеем 
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. Если х = 1, то t = ln 1 = 0, если х = е, то t = ln е = 1. Тогда
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 Несобственные интегралы

Для существования определенного интеграла необходимо, чтобы промежуток интегрирования был конечен и подынтегральная функция ограничена. Когда не выполняется одно или оба эти условия, приходят к понятию несобственного интеграла.

 Несобственные интегралы с бесконечными пределами. Пусть функция f(x) определена и непрерывна для всех х удовлетворяющих условию а ( х < +(.

Рассмотрим интеграл 
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. При изменении величины b этот интеграл будет вести себя как непрерывная функция от b. Если при бесконечном возрастании величины b существует конечный предел
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, то он называется несобственным XE "Интеграл несобственный"  интегралом от функции f(x) с бесконечным верхним пределом. Таким образом, по определению
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      (5.22)                                                                           

Если предел в (5.22) бесконечен или не существует, то говорят, что несобственный интеграл не существует или расходится.

Аналогичным образом определяются несобственные интегралы с бесконечным нижним пределом
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и несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами
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Из определений несобственных интегралов непосредственно следует схема их вычисления: вначале находится первообразная F(x) для подынтегральной функции f(x), затем рассматривается разность пределов первообразных в точках верхнего и нижнего пределов интегрирования, т. е.
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Пример. Установить, при каких значениях р сходится и при каких расходится интеграл 
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Решение:
если  p
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если p = 1,    
[image: image1011.wmf]¥

=

=

=

¥

®

¥

®

ò

)

ln

(

lim

lim

1

1

b

b

b

p

b

x

x

dx

I

 ,   

Вывод: сходимость интеграла I зависит от значения параметра р:

если р > 1, то 
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если р < 1, то 
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если р = 1, то 
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 интеграл расходится.

Несобственные интегралы от разрывных функций. Пусть функция f(x) определена и непрерывна на [a, b] за исключением точки с ( [a, b] . Рассмотрим три случая.

1. Функция терпит разрыв в точке b. Интеграл от функции f(x) с точкой разрыва на верхнем пределе определяется так
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Пример. Вычислить интеграл 
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Решение.
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2. Функция терпит разрыв в точке а. Тогда по аналогии с предыдущим случаем интеграл с точкой разрыва на нижнем пределе определяется так
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Пример. Исследовать интеграл 
[image: image1019.wmf].
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 Здесь подынтегральная функция 
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 не существует в точке х = 0, поэтому
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Таким образом, данный интеграл  расходится (не существует).

Функция имеет разрыв во внутренней точке отрезка [a, b], т. е. 
a < c < b.


[image: image1022.wmf](

)

(

)

(

)

limlim

00

bcb

aac

fxdxfxdxfxdx

-e

+e

=+

e®e®

òòò

.
Пример. Вычислить интеграл 
[image: image1023.wmf]1
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Решение. Подынтегральная функция терпит разрыв в точке 0. Поэтому
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Приложения определенного интеграла. 

1. Вычисление площади плоских фигур XE "Площадь плоских фигур" . Как уже отмечалось, если f(x) ( 0 на отрезке [a, b], то определенный интеграл от функции численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной кривой y = f(x), осью абсцисс и прямыми x = a, и x = b. 
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      (5.23)

Если на [a, b] функция, как показано на рис. 5.6, меняет знак, то необходимо вычислить интеграл от модуля подинтегральной функции. 
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Это означает, что если на отрезке [а, с] ( [a, b] функция f(x) < 0, то на этом отрезке берется отрицательное значение функции 
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Пример 1. Вычислить площадь, ограниченную осью абсцисс и синусоидой на отрезке [0, 2(].

Решение. Поскольку sin(x) ( 0 на отрезке [0, (] и sin(x) ( 0 на [(, 2(], то искомая площадь S равна

S = 
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= - (cos( - cos0)  + (cos2( -cos() =  -(-1 –1) +(1 + 1) = 4. 


Рис. 5.6. Вычисление площади при помощи определенного интеграла
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Рис. 5.7. Вычисление площади плоской фигуры.

В более общем, случае требуется вычислить площадь плоской фигуры ограниченной несколькими кривыми линиями. В этом случае искомая площадь есть алгебраическая сумма площадей нескольких криволинейных трапеций. Например, как показано на рис.5.7
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Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной функциями    y1=(x - 2(  и  y2 = 
[image: image1031.wmf]x

 (рис. 5.8). 
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Рис. 5.8.  Площадь плоской фигуры.

Решение. Найдем точки пересечения линий. Для этого решим уравнение

y1(х) = y2(х).
Возведем в квадрат левую и правую часть
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Учтем, что 
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Следовательно
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Вычисление длины дуги XE "Вычисление длины дуги" . Пусть некоторая гладкая плоская кривая описывается функцией f(x) и отрезку [a, b] оси абсцисс отвечает дуга AB. Произвольным образом разобьем эту дугу, как показано на рис.5.9 на n частей точками M0, M1, ..., Mn. Получим элементарные дуги. Соединив каждые две соседние точки прямой, получим вписанную в дугу AB ломаную линию. Длину звена ломанной  (li , лежащую между точками  Мi Mi+1 , где Мi(xi, f(xi)), Мi+1(xi+1, f(xi+1))  находим по   формуле 
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Длина элементарной дуги Мi Mi+1 примерно равна (li 
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     (5.24)

Просуммируем (5.24) по всем элементарным дугам, тогда длина L дуги АВ равна
 

Рис. 5.9. Длина дуги.
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Выражение, стоящее в правой части равенства является интегральной суммой. При бесконечном увеличении числа точек разбиения  
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, проводимого произвольным образом, если каждый раз длина самой большой элементарной дуги  r  будет стремится к нулю 
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,то длина ломаной будет неограниченно приближаться к длине дуги. Тогда длина дуги L плоской кривой
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       (5.25)


Если кривая задана в параметрическом виде: х = ((t), y = ((t) ((( t ((), то длина кривой вычисляется по формуле

[image: image1044.wmf](

)

2

2

('())'()

Ldtxtyx

b

a

=+

ò

                                                                  (5.26)                                                                                   

Пример 1. Найти длину дуги кривой  y2 = x3 , заданной на отрезке от x = 0 до  x = 1 (y ( 0).

Решение. 
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. Подставляя затем этот результат в (5.25), получим
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Пример 2. Найти  длину дуги кривой  x = a cos3t, y = a sin3t, если t изменяется 0 до (/2.

Решение. Вначале находим производные по t

x((t) = -3a cos2tּsint, y((t) = 3a sin2tּcost
Подставляя в формулу (5.26), имеем
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Вычисление объемов тел XE "Вычисление объемов тел" . Пусть дано тело переменного сечения, расположенной над осью ОХ (рис.5.10), ограниченное плоскостями х = а и х = b.  Объем тела обозначим за V. Разделим отрезок [a, b] на произвольные n частей, при этом координаты точек деления удовлетворяют соотношению 

x0 = a < x1 < x2 < ... < xi -1< xi <... < xn = b.
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Рис. 5.10. Объем тела переменного сечения.

 В точках деления проведем плоскости, перпендикулярные оси ОХ. Тело разделится на n узких слоев (элементарных объемов) шириной Δxi = xi - xi-1 (i = 1, 2,…, n).  Объем каждого такого слоя обозначим как Δ Vi. На каждом промежутке [xi-1, xi] выберем произвольную точку 
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. Обозначим за S(x*i) площадь поперечного сечения тела в этой точке. Тогда 
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Просуммируем (5.27) по всем i , получим интегральную сумму 
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     (5.28)

Увеличим число разбиений n. При этом каждый раз обязательно должна уменьшатся длина наибольшего из разбиений Δxi, т.е. ранг дробления r должен стремится к нулю. Тогда объем тела переменного сечения V,будет равен пределу интегральной суммы при 
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     (5.29)

Если тело получено при вращении криволинейной трапеции вокруг оси ОХ (рис. 5.11), то 
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. В этом случае объем тела V вычисляется по формуле
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     (5.30)
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Рис. 5.11. Объем тела вращения.

Пример. Вычислить объем тела, полученного при вращении кривой y = sin(x) вокруг оси ОХ 
[image: image1058.wmf][0,]
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Решение.
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3.6. Дифференциальные уравнения

Основные понятия теории дифференциальных уравнений. 

Пусть x - независимая переменная, y(x) - неизвестная функция этой переменной. y(, y((, ..., y(n) - производные неизвестной функции. Уравнение, связывающее независимую переменную х с функцией y(x) и ее производными до порядка n включительно, называется обыкновенным дифференциальным уравнением XE "Обыкновенное дифференциальное уравнение" .

F (x, y, y(, y((, ... , y(n)) = 0.






      (6.1)

Порядком дифференциального уравнения XE "Порядок дифференциального уравнения"  называется наивысший порядок производной, входящей в уравнение.

Дифференциальное уравнение n-го порядка может не содержать некоторые из величин x, y, y(, ... , y(n-1) или даже все эти величины, но оно обязательно содержит n-ю производную y(n).

Пример 1. y( + 2y = 0 - уравнение 1-го порядка, так как наивысший порядок производной равен единице.

Пример 2. y(4) - y( = 0  - уравнение 4-го порядка: входят производные 1-го и 4-го порядков, наивысший порядок производной равен 4.

Решение дифференциального уравнения XE "Решение дифференциального уравнения"  - это функция 
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, которая, будучи подставлена в уравнение, обращает его в тождество:
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Пример 3. Пусть дано уравнение y(( + y = 0. Проверим непосредственной подстановкой , что функция y = sinx является решением этого уравнения.

y(= (sin x)( = cosx, y((= (cosx)(= - sinx.

 Подставим в уравнение вместо y и y( функции sinx и - sinx:
- sin x + sin x ( 0.

График решения 
[image: image1062.wmf]()
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называется интегральной кривой XE "Интегральная кривая" . Задача нахождения решений дифференциального уравнения называется задачей интегрирования дифференциального уравнения XE "Интегрирование дифференциального уравнения" .

Рассмотрим уравнение n-го порядка, разрешенное относительно старшей производной:

y(n) = f (x, y, y(, ... , y(n-1)). 
                                                                                                              (6.2) 

Такая запись уравнения называется видом, разрешенным относительно старшей производной, а функция f (x, y, y(, ... , y(n-1)) называется правой частью уравнения.
Предполагаем, что функция f определена, однозначна и непрерывна в некоторой области изменения своих аргументов. Задача нахождения решения y = y(x), удовлетворяющего заданным начальным условиям: при x = x0
y = y0,  

y(= y1(, 

..., 

y(n-1) = y n                                                                 



     (6.3)   

где x0, y0, y1, ... , yn  - заданные числа (начальные данные), называется задачей Коши XE "Задача Коши" .

Начальные условия можно записать и так:
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Дадим определения общего и частного решений уравнения n-го порядка
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правая часть которого 
[image: image1065.wmf](1)
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 есть функция определенная и непрерывная в некоторой области G изменения переменных x, y, y(,...,y(n-1).  Функция

y = ( (x, C1, C2, ..., Cn),                                                                             (6.4)
зависящая от аргумента x и n произвольных постоянных C1, C2, ..., Cn, называется общим решением уравнения XE "Общее решение дифференциального уравнения"  (5.2) в области G, если она удовлетворяет двум условиям:

1) функция (6.4) является решением уравнения (6.2) при любых значениях произвольных постоянных C1, C2, ...,Cn;

2) каковы бы ни были начальные условия (6.3), существует единственный набор постоянных C10, C20, ...,Cn0, такой, что функция y = ( (x, C10, C20, ..., Cn0) является решением уравнения (6.2) и удовлетворяет начальным условиям (6.3).
Чтобы найти решение уравнения (6.2) с начальными данными    (x0,  y0, y1, y n)  из области G, если известно общее решение (6.2) поступают следующим образом:

составляют систему уравнений                                                       
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                                                                            (6.5)                                                                                                          

2) решая систему (6.5), находят C10, C20, ..., Cn0;

3) подставляют найденные значения произвольных постоянных в общее решение (6.4) и получают искомое решение
y = ( (x, C10, C20, ..., Cn0), 
которое является искомым единственным решением задачи.

Если общее решение уравнения (6.2) задано в неявном виде

Ф(x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0,                                                                       (6.6)
то оно называется общим интегралом дифференциального уравнения XE "Общий интеграл дифференциального уравнения" .

Всякое решение, получаемое из общего решения (6.4) при конкретных значениях постоянных C1 = C10, C2 = C20, ..., Cn = Cn0, называется частным решением уравнения XE "Частное решение дифференциального уравнения"  (6.2).
Дифференциальные уравнения первого порядка

 Дифференциальное уравнение первого порядка - это уравнение, в которое входят независимая переменная, неизвестная функция и первая производная этой функции. Общий вид дифференциального уравнения первого порядка

F(x, y, y() = 0.                                                                                         (6.7)
Здесь F - заданная функция трех аргументов. Она может не зависеть от x или y (или от обеих переменных), но должна содержать y(. Если уравнение (6.7) разрешить относительно y(, то получим разрешенный вид 

y( = f(x, y),                                                                                              (6.8)
где f - заданная функция от x и y или правая часть уравнения (6.8). В дальнейшем мы будем рассматривать только уравнения в разрешенном виде. Решение дифференциального уравнения (6.8) - это функция y = φ (x), которая, будучи подставлена в это уравнение, обращает его в тождество: 
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Пример 1. Дано уравнение y( + y ctg x - 2cos x = 0.

 Покажем, что функция y = sin x является его решением. Для этого подставим в данное уравнение вместо y и y( функции sinx и (sinx)( = cosx. Получим

cosx + sinx ctgx - 2cosx = cosx + cosx - 2cosx  ( 0.

Уравнение обратилось в тождество.

Функция 

 y = ( (x, C)









      (6.9)

называется общим решением уравнения (6.7), если она является решением этого уравнения при всех значениях произвольной постоянной C.

Если общее решение задано в неявном виде ((x, y, C) = 0, то оно называется общим интегралом. Частное решение уравнения (6.7) - это решение, которое получается из общего (6.9) при конкретном значении C.

Для дифференциального уравнения (6.7) задача Коши формулируется так: среди всех решений уравнения найти решение y = y(x), удовлетворяющее условию
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                                                                                                 (6.10)

где x0, y0 - заданные числа.

Условие (6.10) называется начальным условием, а числа x0, y0 - начальными значениями.

Уравнения с разделяющимися переменными XE "Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными"  - это уравнение, правая часть которого f(x, y) есть произведение двух сомножителей f(x) и g(y), каждый из которых зависит только от одной переменной

y( = f(x) ∙ g(y).  
                                                                                                   
          (6.11)

Уравнения с разделяющимися переменными интегрируются следующим образом: y( заменяется на 
[image: image1069.wmf]dy
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, затем умножаются обе части (6.11) на 
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Получим:
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                                                                 (6.12)

Дифференциалы переменных x и y,  и соответствующие функции стоят отдельно, т. е переменные отделены. 

Если обозначить G(y) = 
[image: image1072.wmf](
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, F(x) = 
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, то уравнение (6.12) можно переписать в виде

dG(y) = dF(x).

Так как из равенства дифференциалов двух функций следует, что сами функции отличаются на произвольное постоянное слагаемое, то 

G(y) = F(x) + C
или 
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  .                                                                                  (6.13)

Выражение (6.13) представляет собой общий интеграл уравнения (6.11). Вычислив интегралы в (6.13), получим решение исходного уравнения

Пример 2. Решить уравнение 
[image: image1075.wmf]'0
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Решение. Разрешим уравнение относительно y(: 
[image: image1076.wmf]'
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Здесь     f(x) = -1/х,   а g(y) = y. 

Заменим в этом уравнении y( на 
[image: image1077.wmf]dy
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 и умножим обе части уравнения на 
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Получили уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, находим 
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где C1 - произвольная постоянная. 

Отсюда следует ответ:  ln (y( = - ln(x( + C1. В данном случае удобно вместо C1 написать C1 = ln C2 (C2 > 0). 

Тогда ln (y( = - ln (x( + ln C2   или
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Так как (C2  принимает любые значения, то обозначая (C2 = C, окончательно получим


[image: image1082.wmf]C
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где C - произвольная постоянная. 

Эта формула и дает общее решение заданного уравнения. Найдем теперь частное решение, удовлетворяющее начальному условию y(x=4 =
[image: image1083.wmf]1
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. Для этого в равенство 
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подставим вместо x и y значения 4 и 
[image: image1085.wmf]1
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. Получим 
[image: image1086.wmf]1
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. Отсюда следует, что C = 2. Таким образом, искомое частное решение имеет вид 
[image: image1087.wmf]2
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Линейным дифференциальным уравнением первого порядка XE "Линейное  дифференциальное уравнение первого порядка"  называется уравнение, линейное относительно искомой функции y(x) и ее производной y((x). В общем случае оно имеет вид

 y( + p(x)y = f(x). 
                                                                                                            (6.14)

Если f(x) ( 0, то уравнение называется линейным уравнением без свободного члена (правой части) или линейным однородным уравнением. Итак,  

y( + p(x)y = 0  

линейное однородное уравнение (оно же уравнение с разделяющимися переменными).

Если f(x) ( 0, то уравнение (6.14) называется линейным неоднородным уравнением.

Например, уравнение y( - y cos2x = х2 является линейным неоднородным уравнением. Однородное по отношению к нему будет уравнение y( - y cos2x = 0. Уравнение (6.14) можно интегрировать разными методами. Мы рассмотрим метод Бернулли. Он состоит в следующем. В уравнении (6.14) делаем замену:

y = u(х) ∙ v(х).








    (6.15)
Дифференцируя по правилу «производная произведения двух функций», имеем

y( = u((х) ∙v(х) + u(х) ∙ v((х)                                                                   (6.16)
Подставим в уравнение (6.14) вместо y и y( их выражения из (6.15) и (6.16), получим

u((х)v(х) + u(х)v((х) + p(х)u(х)v(х) = f(х)
или

u(v + u[v( + p(x)v] = f(х).                                                                        (6.17)
Так как одну из функций в (6.17) можно выбрать произвольно, то функцию v выберем таким образом, чтобы коэффициент при u обратился в нуль, т.е.

v( + p(x)v = 0.                                                                                         (6.18)
Уравнение (6.18) относительно функции v(x) является уравнением с разделяющимися переменными. Поэтому из (6.18) имеем:
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Интегрируя, находим
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Так как функция v - это любая функция, удовлетворяющая (6.18), то полагаем C = 0. Итак,
ln(v) = - 
[image: image1090.wmf]()
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Представляя найденную функцию v(x) в уравнение (6.17), получим
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Отсюда следует
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Интегрируя, получим
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                                                                   (6.19)

где C - произвольная постоянная. Для того, чтобы найти y(x), умножим найденную u(x) на v(x):
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    (6.20)

Формула (6.20) дает общее решение дифференциального уравнения (6.14).

Пример. Найти общее решение уравнения  
[image: image1096.wmf](
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Решение. Это линейное неоднородное уравнение, где
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Выполнив замену y = u ∙ v , получаем y( = u(v + uv(. Заданное дифференциальное уравнение перепишем в виде
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или
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Приравняем выражение в скобках нулю:
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Получили уравнение для функции v(x) - уравнение с разделяющимися переменными. Интегрируем его:
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Подставляя функцию v(x) в уравнение, найдем уравнение для функции u(x):

u((x2 + 3) = (x2 + 3)cosx.

Отсюда следует

u( = cos(x) или u = 
[image: image1102.wmf]cos()
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  ( u = sin(x) + C.

Теперь находим общее решение заданного уравнения y(x) :

y = uv  ( y = (sin(x) + C)∙(x2 + 3).

Дифференциальные уравнения второго порядка

Дифференциальное уравнение второго порядка - это уравнение, в которое входят независимая переменная, неизвестная функция, первая и вторая производные этой функции. Общий вид дифференциального уравнения первого порядка
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(6.21)

Здесь F - заданная функция четырех аргументов. Она может не зависеть от x , y  и y’(или от обеих переменных), но должна содержать y’’.

Если уравнение (6.21) разрешить относительно 
[image: image1104.wmf]''
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, то получим разрешенный вид 

y’’ = f(x, y, y’),                                                                                      (6.22)
где f - заданная функция от x, y и y’. В дальнейшем мы будем рассматривать только уравнения в разрешенном виде. 

Решение дифференциального уравнения (6.22) - это функция
[image: image1105.wmf]()
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, которая, будучи подставлена в это уравнение, обращает его в тождество: 
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      (6.23)

Определение. Общим решением уравнения второго порядка называется такая функция 
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      (6.24)

которая при любых значениях произвольных постоянных C1 и C2 является решением этого уравнения.

Если заданы начальные условия (это называется задача Коши) 
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, то подставляя начальные условия в общее решение, получим частное решение. Конкретные значения постоянных C1 и C2 находятся из системы
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Определение. Линейным неоднородным уравнением второго порядка называется уравнение 
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      (6.25)

где p(x), q(x) – коэффициенты уравнения, а f(x) – правая часть уравнения.

Если f(x) =0, то уравнение называется однородным
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     (6.26)

Если коэффициенты p(x) и q(x)  постоянны, т.е. не зависят от х, то это уравнение называют уравнением с постоянными коэффициентами и записывают его так: 
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Решением такого уравнения может быть только функция не меняющая свой вид при дифференцировании, т. е. 
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      (6.28)

Подставляя  функцию и производные в уравнение (6.28), получим
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В этом выражении  
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при любых значениях  k   и x, поэтому на него можно сократить.

Уравнение 
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     (6.29)

которое получается из линейного однородного уравнения, называется характеристическим уравнением.

Известно, что квадратное уравнение 
[image: image1117.wmf]2
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 имеет решение, зависящее от дискриминанта 
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Если 
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, то корни k1 и k2 - действительные различные числа. 
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. Следовательно решениями будут  функции 
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В качестве общего рещения берется их линейная комбинация  с произвольными постоянными  C1 и C2
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Если 
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. Тогда в качестве общего решения берется следующее выражение
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Если  
[image: image1127.wmf]0
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, то решениями уравнения будут два комплексных числа 
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В этом случае можно использовать формулу (6.30), подставляя  
[image: image1132.wmf]1
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, но удобнее сделать преобразование и записать общее решение в виде
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              (6.32)

Пример 1. Найти общее решение уравнения 
[image: image1135.wmf]0
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Решение. Ищем решение уравнения в виде 
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 и, подставляя в исходное уравнение получим 
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 Так как 
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 то на него можно сократить и мы получим 
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Находим его корни
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Корни характеристического уравнения вещественные, различные, значит, общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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или
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Пример 2. Найти общее решение уравнения 
[image: image1147.wmf].
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Решение. Составляем характеристическое уравнение (см. пример 1)
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Решаем его
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Корни характеристического уравнения вещественные равные. Общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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Пример 3. Найти общее решение уравнения 
[image: image1152.wmf].
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Решение. Составляем характеристическое уравнение (см. пример 1)
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[image: image1154.wmf].
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Корни характеристического уравнения комплексные сопряженные, значит, общее решение дифференциального уравнения имеет вид
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Пример 4. Найти частные решения однородных линейных дифференциальных уравнений второго порядка, удовлетворяющие указанным начальным условиям:
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 где
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Решение. а) находим общее решение (см. пример 1)
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[image: image1161.wmf];
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Общее решение 
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Дальше решаем задачу Коши. Постоянные 
[image: image1164.wmf]2
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 найдем с помощью начальных условий, вычислив предварительно производную от общего решения
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Подставляя начальные условия в общее решение и его производную, получим


[image: image1166.wmf](

)

;

5

5

0

2

1

=

=

+

=

x

y

c

c



[image: image1167.wmf](
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Из этой системы находим  
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Подставив значения постоянных в общее решение, получим искомое частное решение
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b) решаем второе уравнение. Его характеристическое уравнение имеет вид
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Находим корни: 
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 Общее решение 
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Вычисляем: 
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Подставляя начальные условия, получаем
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[image: image1175.wmf].
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Частное решение 
[image: image1176.wmf].
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Общим решением неодногодного уравнения будет сумма общего решения однородного уравнения и частного решения неоднородного уравнения.

Укажем способ, позволяющий найти частное решение неоднородного уравнения по виду правой части. Заметим, что это возможно лишь в случаях, когда правая часть уравнения является функцией определенного вида. 

Пусть 
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Тогда частное решение ищут в виде 
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. Коэффициент В находят непосредственной подстановкой частного решения в уравнение. Общее решение имеет вид 
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Тогда частное решение ищут в виде 
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Если 
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Если справа стоит сумма или произведение двух функциий, то в качестве частного решения берется соответственно сумма или произведение соответствующих функций.

Пример 5. Найти общее решение уравнения 
[image: image1185.wmf]2.
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Решение. Находим сначала общее решение соответствующего однородного уравнения
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Характеристическое уравнение 
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Общее решение однородного уравнения
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Теперь следует найти частное решение 
[image: image1190.wmf]()
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 неоднородного уравнения. Правая часть 
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 не  является  корнем  характеристического  уравнения.

Требуется найти неизвестные коэффициенты А и В. Для определения А и В дифференцируем дважды 
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и подставляем это в данное неоднородное уравнение:
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Так как 
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Значения А и В найдем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image1202.wmf]x

 в левой и правой частях

при Х : 
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Подставляем найденные А и В в 
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Общее решение неоднородного уравнения
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Пример 6. Найти общее решение уравнения 
[image: image1208.wmf]28sin2.
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Решение. Соответствующее однородное уравнение
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Составляем характеристическое уравнение и решаем его
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Правая часть данного неоднородного уравнения
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Следовательно, частное решение 
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 не  является  решением  характеристического  уравнения.

Дифференцируем и подставляем это решение в неоднородное уравнение
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых тригонометрических функциях в левой и правой частях тождества

при 
[image: image1219.wmf];
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при 
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Из этой системы находим А и В
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Общее решение
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Пример 7. Найти частное решение уравнения 
[image: image1225.wmf]4sin,
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 удовлетворяющее начальным условиям  
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Решение. Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, необходимо получить сначала общее решение данного неоднородного уравнения. Находим его (см. пример 6)
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Подставляем 
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 в уравнение
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Искомое частное решение будем находить из общего. Общее решение неоднородного уравнения
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[image: image1236.wmf].
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Подставляем начальные условия. При 
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Найденные постоянные подставляем в общее решение неоднородного уравнения
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искомое частное решение.

3.7. Последовательности и ряды. 

7.1. Числовые ряды

Пусть дана функция  
[image: image1240.wmf]()
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. Если областью определения функции является  множество натуральных чисел 
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, то мы говорим, что значения функции образуют  бесконечную числовую последовательность

 
[image: image1242.wmf](1),(2),...()...

fffn

.

 
[image: image1243.wmf]()

fn

называется общим членом последовательности. Для сокращения записи вводится обозначение 
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. Тогда последовательность можно записать так 

u1, u2, u3, ..., un …








                 (7.1)

Замечание. Областью определения функция  
[image: image1245.wmf]()
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может быть и множество натуральных чисел с добавлением нуля 
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Пусть задана бесконечная числовая последовательность чисел (7.1). Числовым рядом XE "Числовой ряд"  называется последовательность чисел, члены которой соединены знаком плюс, т.е. выражение

 u1 + u2 + u3 + ... + un  + ... = 
[image: image1247.wmf]1
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числа  u1, u2, u3, ..., un, ... называются членами ряда, а  un общим членом ряда. 

Например, числовой ряд
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имеет общий член un = 
[image: image1249.wmf](
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Сходимость и сумма ряда XE "Сходимость ряда" 

 XE "Сумма ряда" . Частичной суммой Sn называется сумма первых n членов ряда, т.е. 
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Частичные суммы ряда образуют новую последовательность - последовательность частичных сумм S1, S2, S3, ..., Sn, .... Если существует конечный предел последовательности частичных сумм 
[image: image1251.wmf]lim  
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= S < (, то ряд (7.2) называется сходящимся XE "Ряд сходящийся" , а число S - суммой ряда XE "Сумма ряда" . В этом случае пишут 
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. Если такой предел не существует или равен бесконечности, то ряд называют расходящимся.

Разность между рядом и его частичной суммой называется остатком ряда и обозначается 
[image: image1253.wmf]n
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.


[image: image1254.wmf]11

nnnm

nmn

RuSu

¥¥

==+

=-=

åå

   или  
[image: image1255.wmf]1

nnn

n

uSR

¥

=

=+

å


Если предел последовательности частичных сумм бесконечен или не существует, то ряд (7.2) называется расходящимся.

Пример 1. Определить сходимость ряда
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Решение. Напишем частичную сумму заданного ряда
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Каждое из слагаемых представим в виде суммы простейших так, как это делали в интегралах
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Числители выражений слева и справа равны, подставляя в равенство корни знаменателя, найдем А и В
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то есть
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Применим формулу к каждому члену частичной суммы ряда
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Рассмотрим предел частичных сумм
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Следовательно, ряд сходится и его сумма равна 1.

Пример 2. Дан числовой ряд
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исследовать сходимость ряда.

Решение. Заменим в частичной сумме каждое слагаемое на последнее 
[image: image1265.wmf]1
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, тем самым уменьшим частичную сумму
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Величина 
[image: image1267.wmf]n

 бесконечно возрастает с ростом n. Поэтому предел последовательности Sn при n ( ( равен бесконечности и ряд расходится.

Пример 3. Определить сходимость следующего ряда:
1 - 1 + 1 - 1 + (-1)n+1 + ... .
Решение. Четная частичная сумма этого ряда S2n = 0, а нечетная - S2n+1 = 1. Это означает, что предел 
[image: image1268.wmf]lim
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не существует. Следовательно, данный ряд расходится.

Теорема о необходимом условии (признаке) сходимости числового ряда. Если числовой ряд сходится, то его общий член при n ( ( стремится к нулю, т.е.


[image: image1269.wmf]lim0

n

u

n

=

®¥

                                                                                                        (7.3)

Доказательство. Рассмотрим две соседние частичные суммы ряда (7.2)
Sn-1 = u1 + u2 + u3 + ... un-1,

Sn  = u1 + u2 + u3 + ... un-1 + un = Sn-1 + un .
Из сходимости ряда следует, что
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С другой стороны, по теоремам о пределах,
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т. е.

S = S +
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откуда и следует (7.2)  
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Введенное условие сходимости является лишь необходимым, но не достаточным. Это означает, что существуют расходящиеся ряды, у которых 
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Пример. Ряд, рассмотренный в примере 2
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Расходится, но его общий член стремится к нулю. Действительно
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Аналогичным свойством обладает гармонический ряд, который будет рассмотрен ниже.

Основные свойства сходящихся числовых рядов
Свойство 1. Ряд и его остаток сходятся и расходятся одновременно. Действительно, частичная сумма ряда при фиксированном n есть число. Рассмотрим сумму m слагаемых 
[image: image1277.wmf]mn

³

. 


[image: image1278.wmf]2

1

11

13

.

...

.

nm

nmik

mn

ikn

uuu

Su

u

uuu

+

==+

++

=++

=

+

++

åå

.

Рассмотрим предел этого выражения при  
[image: image1279.wmf]m
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. Так как предел постоянной равен самой постоянной, а 
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Оба предела одновременно конечны или бесконечны.

Следствие. Добавление или отбрасывание конечного числа членов не изменяет сходимости ряда.

Свойство 2. При умножении ряда на число с его сходимость не меняется. Докажем свойство для сходящихся рядов. Если ряд

u1 + u2 + u3 + ... + un  + ... = 
[image: image1282.wmf]1
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сходится и имеет сумму S, то ряд 

cu1  + cu2  + ... + cun + .., 



также сходится и имеет сумму с∙S.

Доказательство. Рассмотрим частичную сумму ряда 

(n  = cu1  + cu2 + cu3  + ... + cun = cSn.

 Поэтому
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Свойство 3. Сходящиеся ряды можно почленно складывать и вычитать.

Доказательство. Пусть
u1 + u2  + u3 + ... + un + ... = S;

v1 + v2 + v3 + ... + vn  + ... = Ф,
тогда ряд
(u1 ( v1) + (u2 ( v2) + ... + (un ( vn) + ...
также сходится и имеет сумму S ( Ф, так как предел суммы равен сумме пределов
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Замечание. При сложении сходящегося и расходящегося ряда суммарный ряд тоже будет расходится.
Признаки сходимости числовых рядов c положительными членами

Числовой ряд называется рядом с положительными членами или просто положительным рядом XE "Ряд положительный" , если все члены ряда

 u1 + u2 + u3 + ... + un  + ...

больше нуля 
[image: image1285.wmf]0
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. Рассмотрим признаки сходимости для положительных рядов.

Первый признак сравнения XE "Первый признак сравнения рядов" . Пусть даны три ряда:

 ряд, сходимость которого надо определить     
 u1 + u2 + u3 + ... + un  + ...
                                                                          (7.4)

сходящийся ряд    v1 + v2 + v3 + ... + vn  + ... 




        (7.5)

расходящийся ряд     w1 + w2  + w3 + ... + wn + ...               


        (7.6)                                        

 Тогда:

а) если начиная с некоторого номера n, выполняется условие     
un ( vn   
                                                                                                                                                           (7.7)                                                                                                                                      
то из сходимости ряда (7.5) следует сходимость ряда (7.4);

б) если, начиная с некоторого номера n, выполняется условие
     un ( wn       
                                                                                             (7.8)

то из расходимости ряда (7.6) следует расходимость ряда (7.4).

 Доказательство.

 а)  Обозначим частичные суммы рядов
Sn = u1 + u2  + u3 + ... + un
Фn = v1 + v2 + v3 + ... + vn  
в силу условия (7.7) имеем Sn ( Фn.

По условию ряд (7.5) сходится, т.е. 
[image: image1286.wmf]lim
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Ф (  Фn (  Sn .

Это означает, что последовательность частичных сумм Sn  возрастает (в силу положительности ряда (7.4)) и ограниченна сверху величиной Ф. Поэтому 
[image: image1287.wmf]lim
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 существует и конечен, а ряд (7.4) сходится.

б) Обозначив частичную сумму ряда (7.6) за Wn
Wn  = w1 + w2 + w3 + ... + wn ,

в силу (7.8) имеем Sn ( Wn.

По условию ряд (15.6) расходится, т.е. 
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и ряд (15.4) расходится.

Второй признак сравнения XE "Второй признак сравнения рядов" . Пусть даны два ряда

u1 + u2 + u3 + ... + un  + ...
                                                                             (7.9)

 v1 + v2 + v3 + ... + vn  + ... 






                (7.10)

и можно указать такие постоянные числа k1 > 0 и k2 > 0, что, начиная с некоторого достаточно большого n,
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                                                                                                (7.11)

Тогда ряды (7.9) и (7.10) одновременно сходятся или одновременно расходятся.

Доказательство. Из (7.11) следует, что

k1 vn  ( un  ( k2  vn.                                                                                     (7.12)

Если ряд (7.9) сходится, то из левого неравенства (7.12) по первому признаку сравнения вытекает сходимость ряда
k1 v1 + k1 v2  + k1 v3 + ... + k1 vn + ...

Из сходимости этого ряда, по свойству 2, вытекает и сходимость ряда (7.10).

Предположим теперь, что ряд (7.9) расходится. В этом случае расходится и ряд
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Из правой части (7.11) следует, что   
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Следовательно, по первому признаку сравнения, ряд (7.10) также расходится.

Следствие (предельный признак сравнения). Если для рядов (7.9) и (7.10) выполняется условие
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      (7.13)
то эти ряды сходятся или расходятся одновременно.

Для сравнения обычно используются следующие эталонные ряды.

Геометрический ряд (ряд геометрической прогрессии)
a + aq + aq2 + ... + aqn-1 + ... .
Геометрический ряд сходится при условии q < 1. В противоположном случае (q ( 1) ряд расходится. Например, ряд
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, 
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сходится, а ряд
1 + 2 + 4 + ... + 2n-1 + ..., q = 2
расходится. Можно также сказать, что этот ряд расходится потому, что не выполнено необходимое условие сходимости ряда.

Обобщенным гармоническим рядом называется ряд
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Этот ряд сходится при p > 1 и расходится при p ( 1.

Например, ряд
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  - сходится, а ряд
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  - расходится.

Обобщенный гармонический ряд при p = 1 называют просто гармоническим рядом:
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Гармонический ряд расходится!

Действительно, сгруппируем члены ряда по степеням 2
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Так как сумма слагаемых в каждой скобке больше 
[image: image1302.wmf]1
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Пример. Исследовать сходимость ряда
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Решение. Сравним общий член этого ряда с геометрическим рядом 
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, который сходится. Так как
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то, по первому признаку сравнения исследуемый ряд сходится.

Пример. Исследовать сходимость ряда
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Решение. Сравнивая общий член этого ряда с общим членом гармонического ряда
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заключаем, что этот ряд также расходится (по первому признаку сравнения).

Пример. Исследовать сходимость ряда
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Решение. Воспользуемся следствием из второго признака сравнения, сравним с расходящимся гармоническим рядом
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При вычислении предела мы использовали правило Лопиталя: предел отношения двух функций с неопределенностью 
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0

или 
[image: image1311.wmf]¥

¥

 равен пределу
отношения производных   
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. Поэтому 

[image: image1313.wmf]1

ln1

limlim0

1

nn

n

n

n

®¥®¥

¥

æö

====

ç÷

¥¥

èø

.
Сравниваемые ряды ведут себя одинаково, поэтому заключаем, что исследуемый ряд расходится (т.к. гармонический ряд расходится).

Пример. Исследовать сходимость ряда

[image: image1314.wmf].
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Решение. Рассмотрим отношение членов этого ряда к соответствующим членам гармонического ряда:

- при нечетном n имеем      
[image: image1315.wmf]21
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Следовательно, отношение un/vn ни к какому пределу не стремится. Однако при всех n оно заключено между 1/2 и 2. Поэтому согласно второму признаку сравнения исследуемый ряд ведет себя так же, как и гармонический, т.е. расходится.

Признак Даламбера сходимости рядов с положительными членами XE "Признак Даламбера" . Пусть дан положительный ряд
u1 + u2 + u3 + ... + un  + ...
                                                               (7.14)
Если отношения последующего члена ряда un к предыдущему un-1, начиная с некоторого значения n = N , удовлетворяет неравенству
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                                                                                      (7.15)

то ряд (7.14) сходится.

Если же, начиная с некоторого N , имеем
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то ряд (7.14) расходится.

Доказательство. Пусть имеет место соотношение (7.15), которое выполняется для всех n. Тогда
un ( un-1q, un-1 (  un-2q, ... , u2 ( u1q.

Отсюда, подводя почленную подстановку, получаем
un ( u1qn-1              
                            .                                                                                                                   

Это неравенство означает, что общий член ряда (7.14) не превосходит соответствующего члена сходящегося (q < 1) геометрического ряда. В силу первого признака сравнения ряд (7.14) сходится.

Пусть имеет место соотношение (7.16). Тогда
u1  <  u2  <  u3  < ...<  un-1  <  un  <... ,
т.е. члены ряда не убывают по мере возрастания n. Следовательно, не выполнено необходимое условие сходимости ряда и ряд (7.14) расходится. Если условие выполняется начиная с некоторого номера n, то это означает, что сходится остаток ряда, а по первому свойству сходится и сам ряд.  На практике удобнее пользоваться предельным признаком Даламбера, формулировку которого дадим в виде следствия.

Следствие. (Предельный признак Даламбера). Если
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то при p < 1 ряд (7.14) сходится, при p > 1 этот ряд расходится. 

Пример. Исследовать сходимость ряда
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Решение. Рассмотрим предел отношения

[image: image1321.wmf](
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Следовательно, исследуемый ряд сходится.

Замечание. Если 
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 , то признак Даnамбера не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. В этих случаях надо привлекать другие признаки сходимости ряда.

Знакочередующиеся ряды

Знакочередующимися рядами называются ряды вида

u1 - u2 + u3  - ... +(-1)n+1 un  + ...






      (7.17)

где все  un > 0.
Сходимость таких рядов исследуется по теореме Лейбница: если в знакочередующемся ряде   (7.17) все члены таковы, что u1  >  u2  > …> un  > ... . и   
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, то ряд  (7.17) сходится, его сумма положительна и не превосходит первого члена ряда u1.

Доказательство. Возьмем сумму четного числа первых членов S2m, которая положительна. 

S2m = (u1  -  u2 ) +  (u3  - u4 ) + ... ...+ ( u2m-1 – u2m ) > 0,   

так как  выражение в каждой скобке больше нуля. S2m возрастает при росте m, т.к.  S2m  = S2(m-1) + (u2m-1 – u2m) > S2(m-1) .

С другой стороны 

S2m = u1  -  (u2  - u3 )  - (u4 – u5)... ...- ( u2m-2 - u2m-1) – u2m  < u1 .

т. е. при  росте m  S2m возрастает и ограничена сверху. Следовательно, имеет предел  S =
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 . Нечетные суммы будут иметь тот же предел. Действительно  
S2m+1 = S2m + u2m+1
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Четные и нечетные суммы ряда имеют тот же предел, следовательно, ряд сходится. Теорема доказана.

По знакочередующемуся ряду можно построить соответствующий ему положительный ряд  u1  +  u2  +  u3  + u4 + …+ un +... . Если такой положительный ряд сходится, то знакочередующийся ряд называют абсолютно сходящимся, в противном случае ряд называют условно сходящимся. В абсолютно сходящемся ряде члены ряда можно переставлять без потери сходимости, в условно сходящемся ряде перестановка членов ряда запрещена, т.к. она может привести к потере сходимости.  

 7.2. Степенные ряды

Степенным рядом XE "Степенной ряд"  по степеням x называется функциональный ряд вида

C0 + C1x + C2x2 + ... Cnxn + ... = 
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где C0, C1, ... Cn, ... не зависят от переменной x и называются коэффициентами этого ряда.

Если при x = x0 числовой ряд 
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сходится, то x0 называется точкой сходимости ряда (7.18). Областью сходимости XE "Область сходимости"  ряда называется множество всех точек сходимости этого ряда.

Степенной ряд (7.18) всегда сходится, по крайней мере, в точке x = 0. 

Степенной ряд (7.18) сходится в точке x0 абсолютно XE "Сходимость  абсолютная" , если сходится ряд образованный из модулей членов числового ряда

(C0( + (C1x0( + (C2x02(  + ...  (Cn x0n(  + ...    .



      (7.19)
Найдем область сходимости ряда (7.18), используя признак Даламбера
для положительных числовых рядов. По этому признаку ряд (7.19) сходится, если
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Следовательно, по признаку Даламбера ряд (4.54) заведомо сходится при 
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 и расходится при   
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lim

n

n

C

R

n

C

-

=

®¥

                                                                                       ( 7.20)

называется радиусом сходимости XE "Радиус сходимости"  ряда степенного ряда. Ряд заведомо сходится в интервале (x( < R или  - R < x < R, который называется интервалом сходимости. 

Признак Даламбера ничего не говорит о сходимости ряда в точках х =
[image: image1334.wmf].
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В этих точках сходимость ряда исследовать отдельно.

Исследовать степенной ряд на сходимость означает найти его интервал сходимости и установить сходимость или расходимость ряда в граничных точках интервала, т.е. при x = R  и  x = -R.

Пример. Исследовать на сходимость степенной ряд
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Решение. Используя формулу (7.20), имеем


[image: image1336.wmf](

)

2

1

12

12

limlim2.

2

n

n

n

n

C

n

R

nn

Cn

-

-

-

===

®¥®¥


Интервал сходимости данного ряда характеризуется неравенством (x( < 2. Исследуем сходимость ряда в граничных точках x = (2. Очевидно, что
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Оба эти ряда расходятся, так как не выполняется необходимое условие сходимости численных рядов. Следовательно, область сходимости данного степенного ряда совпадает с интервалом сходимости.

Пример. Найти область сходимости следующего ряда 

1 + x + 22x2  + 33x3 + ... + nnxn  + ... = 1 + 
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Решение. По формуле (7.20) найдем


[image: image1339.wmf](

)

1

1

lim0

n

n

n

R

n

n

-

-

==

®¥

.
Следовательно, ряд сходится только в одной точке x = 0.

Пример. Найти область сходимости следующего ряда:
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Решение. Так как

[image: image1341.wmf](
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то ряд сходится при всех конечных значениях x, т.е. -(  < x <(.

Основные свойства степенных рядов
1) Во всех точках, лежащих внутри интервала сходимости, сумма степенного ряда является непрерывной функцией переменной x:
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2) Степенной ряд можно почленно интегрировать внутри интервала сходимости:
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3) Внутри интервала сходимости степенной ряд можно почленно дифференцировать:


[image: image1344.wmf].
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При почленном интегрировании и дифференцировании степенных рядов их интервалы сходимости не меняются.

Пример. Найти сумму ряда


[image: image1345.wmf](
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Решение. Найдем сначала интервал сходимости этого ряда 
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Следовательно, интервал сходимости ряда (-1, +1). Продифференцировав (7.21), имеем

S((x) = 1 + x + x2 + ... + xn  + ... . 

Правая часть этого выражения - геометрический ряд с q = x, который сходится при (x(<1. Поэтому, используя формулу суммы сходящейся геометрической прогрессии, получим
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Отсюда сумму исходного ряда найдем интегрированием 
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Найдем C. Из (7.21) следует, что S(0) = 0. Следовательно,

 0 = - ln (1-0) + C,   C = 0.

Таким образом, S(x) = - ln (1- x) =
[image: image1349.wmf]x
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[image: image1350.wmf]. 

Ряды по степеням (х - а). Наряду со степенными рядами относительно переменной х часто рассматривают степенные ряды по переменной (x - a), т. е. ряды вида

C0 + C1(x - a) + C2(x - a)2  + ...  +Cn (x  -a)n  + ...                                    (7.22)
Очевидно, что этот ряд подстановкой y = (x - a) превращается в ряд типа (7.18). Поэтому, если степенной ряд (7.18 имеет интервал сходимости
[image: image1351.wmf]RxR
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, то соответствующий ряд вида (7.22) имеет интервал сходимости 
[image: image1352.wmf](
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, центр которого расположен в точке x = a.

Пример. Найти интервал сходимости следующего ряда
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Решение. Найдем радиус сходимости ряда. В соответствии с (7.20) имеем

[image: image1354.wmf].
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Отсюда -1 < (х3 -1) < 1 или 0 < x3  < 2.

Следовательно, интервал сходимости ряда 0 < x <
[image: image1355.wmf]2
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Ряд Тейлора. Пусть функция f(x) в точке х = а имеет производные любого порядка. Предположим, что имеется сходящийся степенной ряд

C0 + C1(x - a) + C2(x - a)2  + ...  +Cn (x  -a)n  +   =  
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              (7.23)
сумма которого равна функции f(x), т. е.
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Найдем коэффициенты такого ряда. Очевидно, что f(a) = C0. Продифференцировав (7.24) в точке  х=а, имеем C1 = f ((a). Продифференцировав (7.24) в точке х=а дважды, получим C2 = f(((a)/2. Продолжая дифференцирование равенства (7.24) в точке х = а, можно убедится, что коэффициенты ряда (7.23) находятся по формуле
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Степенной ряд вида
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называется рядом Тейлора XE "Ряд Тейлора"  для функции f(x).

Теорема. Для того чтобы бесконечно дифференцируемая функция f(x) являлась суммой составленного для нее ряда Тейлора, необходимо и достаточно, чтобы остаточный член в формуле Тейлора (2.25) стремился к нулю при n ( (.

Если для всех значений x из некоторой окрестности точки х = a имеет место равенство
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то функция f(x) называется разложимой в ряд Тейлора XE "Функция разложимая в ряд Тейлора"  в окрестности точки x = a (или по степеням (x - a)).

В частном случае при a = 0 ряд Тейлора имеет вид

f(x) = 
[image: image1361.wmf](
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и его называют рядом Маклорена.

Пример 1. Разложить в ряд Тейлора функцию f(x) = ex.

Поскольку ex =(ex)(=(ex)(( = ...(ex)(n), то при x = 0 f(0) = 1; f((0) = 1; f(((0) = 1; ...; f(n)(0) = 1; ... . 

Следовательно, ряд Тейлора функции y = ex в окрестности точки x = 0 имеет вид

ex =
[image: image1362.wmf]22
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      (7.25)

Ряд (7.25) сходится на всей числовой оси к функции y = ex.

Пример 2. Разложить в ряд Тейлора функцию  f(x) = sinx.

Решение. Для функции f(x) = sinx имеем: 
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Следовательно, ряд Тейлора для sin x:
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или
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Аналогично получается разложение для функции cos x:


[image: image1368.wmf](
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или

cosx=
[image: image1369.wmf](
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Подобным образом можно получить разложения в ряд Тейлора и многих других функций. 
4. Теоpия веpоятности. 

4.1. Элементы комбинаторики.
Основной задачей комбинаторики является определение числа подчиненных тем или иным правилам комбинаций (наборов или соединений), которые можно составить из заданного множества (набора) объектов. Природа элементов, входящих во множество, может быть любой, например, какие-то предметы, или люди, или числа и т. п.

Итак, пусть задано множество A из n объектов 
[image: image1370.wmf]12

{,,....}

n

Aaaa

=

. Последовательность  произвольных элементов  {a1, a2, ..., ar}  называется выборкой объема r из исходного множества A. В комбинаторике выборку называют соединением. Возможны следующие варианты: объект может выбираться только  один раз, т. е. после выбора он назад не возвращается, или несколько раз: это означает, что объект выбирается и потом снова возвращается в исходное множество. В последнем случае объем выборки может превосходить объем исходного множества A. Далее, если свойства выборки изменяются при перемене местами двух элементов, то выборка называется упорядоченной, в противном случае - неупорядоченной. Число появлений одного и того же элемента ai  называется его кратностью и обозначается m(a). Типичным примером выборки является слово. 

Две основные задачи, рассматриваемые в теории соединений:

а) составление всех соединений данного вида;

б) расчет количества всех возможных соединений данного вида.

Для решения первой задачи используются следующие правила.

Правило суммы (правило сложения):

Если объект А можно выбрать из некоторого набора элементов  m способами, а объект В – n способами, то осуществить выбор объекта А или В можно m + n способами.

Пример. Пусть а – число, делящееся на 2; b – число, делящееся на 3. Сколькими способами можно выбрать или а, или b из  множества чисел 
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Решение. Число а можно выбрать двумя способами (2; 4), а число 
[image: image1372.wmf]b

 ˗ одним способом (3), тогда по правилу суммы 
[image: image1373.wmf]3
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Правило произведения (умножения):
Если объект А можно выбрать m способами, а объект В – n способами, то выбор пары (А, В) можно осуществить m 
[image: image1374.wmf]´

 n способами.

Пример.  На главные роли в фильме пробуются 4 актёра М1, М2, М3, М4 и 2 актрисы W1 и W2. Известно, что М1 и W2  не подходят друг другу по росту, а М4 и W1 – психологически несовместимы. Сколько имеется вариантов состава исполнителей?  

Решение: 4 
[image: image1375.wmf]´

 2 – 2 = 6.

Пример. Имеются цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5. Сколько четырехзначных  чисел можно составить из них?

 Решение: 
[image: image1376.wmf]1080
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Замечание. Правила суммы и произведения можно распространять на любое число объектов.

Рассмотрим самое простое соединение. Пусть исходное множество из n элементов разбито на k групп (наборов), содержащих  n1 , n2 , ... , nk  элементов каждая, т. е.  первый набор из n1 элементов,  второй из  n2 элементов и т.д. Сколько различных соединений можно составить, если из каждого набора надо взять только один элемент?   Очевидно, что каждый элемент первого набора может встретиться в соединении с каждым элементом второго набора и таких пар будет n1 ∙ n2 . Каждая такая пара может встретиться с каждым элементом третьего набора, т. е. разных троек уже будет n1 ∙ n2 ∙ n3 . Если обозначить за N число всех возможных соединений по одному элементу  из каждого из k наборов, то получим

N = n1 ∙ n2 ∙ ... nk  .








      (1.1)

Пример 1. В некотором городе телефонные номера состоят из буквы и пяти цифр. Буква может быть только А, В или Г. Первая цифра бывает 2, 3 , 4 или 5, а остальные цифры могут быть любые. Сколько телефонов может быть установлено в этом городе? 

Решение. Первый набор состоит из трех букв А, В или Г, т.е. n1 = 3 , второй - из четырех цифр 2, 3 , 4 или 5, n2 = 4. Следующие четыре набора содержат по 10 цифр, т.е. n3 = n4 = n5 = n6  = 10. Тогда всего различных  номеров может быть  N = 3 ( 4 ( 10 ( 10 ( 10 ( 10 = 120 000.

В частном случае, если все k  наборов содержат одинаковое количество элементов m,  то 

N = mk









     (1.2)

Пример 2. Бросают две игральных кости. Сколько различных пар чисел может выпасть? (Нужно учесть, что 1 на первой кости и 2 на второй или 2 на первой и 1 на второй - это разные пары, т. е. разные соединения, что легко увидеть, если кости разного цвета).

Решение. У нас k = 2. А так как у игральной кости, имеющей форму кубика, шесть граней, то m = 6, поэтому  

N = 62 = 36.

Соединения, рассматриваемые в комбинаторике, называются:  перестановки, размещения и сочетания.
Перестановки. Перестановками из n элементов называются комбинации из n элементов, которые отличаются друг от друга только порядком расположения элементов. 

Количество возможных перестановок вычисляется по формуле 
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       (1.3)

Действительно:

1-й элемент можно выбрать n – способами;

2-й – (n - 1) способами; 

3-й – (n - 2) способами … и т.д.

По правилу произведения    получим 
[image: image1378.wmf](1)(2)....1
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. Такое произведение обозначается 
[image: image1379.wmf]!
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Пример 1. Сколькими способами можно расставить 5 судов у причальной стенки? 

Решение. Р5 = 5!  = 120
Пример 2.  Имеются карточки с буквами ДРУГ. Сколько «слов» можно составить из этих букв?  

Решение. 
[image: image1380.wmf]4
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Размещения. Название  “размещение” произошло от задачи: разместить k предметов в n пронумерованных ячейках. Размещением из n  элементов по k  элементов называются комбинации из k  элементов, которые отличаются друг от друга составом элементов и(или) порядком их расположения. Формула размещения k элементов по n ячейкам: 
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       (1.4)

Пример 1. Элементы а ,в, с разместить по два элемента.

Решение. Возможно 6 вариантов 
[image: image1382.wmf]6
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Пример 2. Сколько можно составить семизначных телефонных номеров, в каждом из которых ни одна цифра не повторяется? 

Решение. 
[image: image1383.wmf]604800
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Сочетания. Сочетания из n-элементов по k – элементам называется комбинацией из k-элементов, которые отличаются друг от друга только составом элементов (хотя бы одним элементом).В отличие от размещения, порядок расположения элементов внутри комбинации не имеет значения. Поэтому количество комбинаций при размещении 
[image: image1384.wmf])

1

)...(

2

)(

1

(

+

-

-

-

=

k

n

n

n

n

А

k

n

 уменьшается на количество перестановок k!
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Правило симметрии:  
[image: image1386.wmf]knk
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Пример 1. В ящике 10 шаров. Сколькими способами можно достать 3 шара? 

Решение. 
[image: image1388.wmf]120
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Пример 2. В розыгрыше первенства по футболу принимают участие 16 команд,   при этом любые две команды играют между собой только один матч. Сколько всего календарных игр? 
Решение. 
[image: image1389.wmf]120
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4.2. Случайные события
Основные определения. Испытанием называется осуществление на практике какого-либо комплекса условий. В теории вероятности изучаются такие испытания, которые могут быть повторены неограниченное число раз.

В результате испытания наблюдаются различные явления, которые называются событиями. Каждому проведению испытания соответствует определённый исход – событие, которое называется элементарным событием. События обозначаются  заглавными латинскими буквами А, В, С … 

 События подразделяются на 3 категории: случайные, достоверные, невозможные.

Определение. Событие называют случайным, если при данных условиях (в данном опыте) оно может произойти, а может и не произойти по независящим от нас причинам.

 Пример 1. Бросается круглая однородная монета на твёрдую горизонтальную поверхность. Элементарные события – выпадение  "орла" и "решки". Если изменить условия (бросания монеты), например, бросать на песчаном пляже, то добавляется ещё одно элементарное событие – "на ребро" (монета встаёт вертикально)

Пример 2. Испытание состоит в подбрасывании игральной кости. Игральная кость правильная, т. е. на каждой грани куба – одно из натуральных чисел от 1 до 6. Случайным  событием является, например,  событие  «выпадение четного числа очков больше 4».

Определение. Невозможным называют событие, которое никогда не произойдёт в   результате испытания. Обозначается – Ø.

Пример. Выпадение числа 8 при бросании обыкновенной игральной кости.

Определение. Достоверным событием называется то событие, которое обязательно произойдёт в результате испытания. 

Пример. Выпадение целого числа от 1 до 6 при бросании игральной кости. 

Замечание. Категории "невозможные" и "достоверные" события подчас зависят от условий конкретного испытания. При "нормальных" условиях бросания монеты событие "упадёт на ребро" – "невозможное" событие, а при условии бросания на песок – случайное событие.

Теперь рассмотрим ряд определений, характеризующих взаимосвязь нескольких событий, которые участвуют в одной и той же задаче. В этом смысле события подразделяются на  совместные и несовместные.

Определение. Два события А и В называются совместными, если появление обоих событий возможно в данном испытании.

Например, из колоды вынимают наудачу одну карту. Событие А – появление дамы. Событие В – появление карты масти «пик». События А и В (появление карты дама-пик) совместны.

Определение. Два события А и В называются несовместными, если наступление одного из них исключает наступление другого. 

Пример 1.  Событие А – выпадение «орла» при одном бросании монеты, событие В – выпадение «решки». Эти события несовместны. 

Пример 2. Событие А – выпадение на кости числа очков больше 5. Событие В – выпадение числа очков менее 3.

Определение. События  А1, А2, …, Аn составляют  полную группу, если в результате испытания произойдёт одно и только одно из них.

Пример. В урне 1 белый шар, 2 зеленых  и 3 красных. Вынимают наудачу один  шар. События  А – вынутый шар белый; В – вынутый шар зеленый и С – красный составляют полную группу событий. 

Определение. События А1, А2, …, Аn  равновозможными, если в силу равенства или симметрии или однородности, никакие из них нельзя выбрать как происходящие чаще других при многократном повторении опыта. 

Пример. При бросании игральной кости выпадение от 1 до 6 очков является равновозможными событиями в силу однородности и симметричности игральной кости (кубика). 

Определение. События, образующие полную группу попарно несовместных и равновозможных событий, называются исходами (случаями, элементарными событиями). Таким образом, все исходы – это множество всех равновозможных и единственно возможных событий.

Например, при подбрасывании монеты ˗ 2 исхода, при подбрасывании игральной кости – 6 элементарных исходов.

Определение. Исходы, которые влекут за собой появление событий А, называются благоприятными событию А. 

Например, если событие А – при одном бросании игральной кости выпало число очков, кратное 3, то из шести возможных исходов благоприятными событию А являются два исхода: появление 3 и 6 очков, а событию В – появление четного числа очков – благоприятны три исхода из тех же шести.

4.3. Понятие вероятности

«Классическое» определение вероятности. Рассмотрим опыт (эксперимент), в результате которого может произойти «п» исходов (напомним, что исход – это равновозможные несовместные попарно события, образующие полную группу событий). 

Вероятностью случайного события называется число, равное отношению числа исходов  т, благоприятных этому событию, к общему числу исходов п в данном опыте. 
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Эта формула называется классической формулой для вычисления вероятностей. Вероятность события А обычно обозначается Р(А). Очевидно, что 
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Невозможному событию присваивается вероятность, равная нулю. Достоверному событию – вероятность, равная единице.

  Пример 1. В коробке находятся 10 шаров. 3 из них ˗ красные, 2 – зеленые, остальные  ˗ белые. Найти вероятность того, что вынутый наугад шар будет: а) красным, б) зеленым,  в)  белым.

Появления красного, зеленого и белого шаров составляют полную группу событий. Обозначим появление красного шара – событие А, появление зеленого – событие В, появление белого – событие С.

Тогда, по формуле (10.8), получаем:
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Пример 2. Есть два друга К и В. Какова вероятность, что К и В окажутся рядом за круглым столом, вмещающим 10 человек, причем К окажется справа от В? 

Решение.  Пусть событие А - К и В окажутся рядом, причем К окажется справа от В. Общее число исходов можно найти как число размещений из 10 элементов по 2: 
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; число благоприятствующих событию А исходов 
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Замечание: при использовании классического определения вероятности используют формулы комбинаторики.

Статистическая вероятность. Рассмотрим пример: пусть в урне 10 одинаковых по размеру шаров, но два из них ˗ белые, три ˗ черные и пять ˗ красные. Опыт заключается в том, что вынимают наугад один шар. При этом шар может оказаться  или белым, или черным, или красным. Будем в каждом опыте вытаскивать шар, фиксировать его цвет, а затем возвращать его в урну. После перемешивания опыт повторяется. Пусть проведено п таких опытов. В  результате, белый шар вынимался 
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 раз, красный 
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, а черный 
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 раз. Частота появления каждого из возможных событий есть отношение 
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В общем случае частотой появления события А в п опытах называется отношение числа появления этого события т к числу проведенных опытов п.
Если проводить такой опыт значительное число раз, то окажется, что примерно в половине случаев вынули красный шар, в двадцати процентах случаев – белый, в тридцати – черный. По мере увеличения числа опытов соотношение шансов возможных событий 5 : 2 : 3 соответственно, будет подтверждаться все с большей точностью. Поэтому статистическая вероятность вычисляется по формуле
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Введенная таким образом вероятность событий носит название статистической или априорно-частотной.

  Известны опыты, проводившиеся Бюффоном (XVIII в.) и Пирсоном (XIX в.), когда при 4040 подбрасываниях монеты относительная частота появления герба оказалась равной 0,506 9, а при 23 000 подбрасываниях (Пирсон) - 0,500 5, т. е. практически не отличалась от вероятности этого события, равной 0, 5.

Алгебра событий. Основные теоремы теории вероятностей

Определение. Суммой  событий А1, А2, …, Аn  называется такое событие 
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, которое состоит в том, что произошло хотя бы одно из событий А1, А2, …, Аn.
Пример 1. Событие А – появление 3 очков , а  В – появление 6 очков при одном бросании игральной кости, тогда А + В – это появление или 3 или 6 очков, т.е. числа очков, кратного трем. 

Пример 2. Произведено 3 выстрела по мишени. Введем такие события:
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- ни одного попадания;
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 - одно попадание;
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- два попадания;
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- три попадания;

А – не менее двух попаданий;

В – не более одного попадания;

С – не более двух попаданий.

Тогда: 
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- (события несовместны); 
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Определение. Произведением событий А1, А2, …, Аn называется такое событие 
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, состоящее в том, что произошли все события А1, А2, …, Аn  одновременно.

Пример 1. А – выбранное число кратно 2. В – выбранное число кратно 3

А ∙ В – выбранное число кратно 6.

Пример 2. Произведено 3 выстрела по мишени. Введем такие события:
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 - попадание при первом выстреле;
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 - промах при первом выстреле;
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 - попадание при втором выстреле;
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 - промах при втором выстреле;


[image: image1414.wmf]3

A

 - попадание при третьем выстреле;
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 - промах при третьем выстреле;

А – три попадания;

В – ровно два попадания;

С – ни одного попадания;

D – хотя бы одно попадание.

Тогда согласно данным выше определениям: 

 1)
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Определение. Если полная группа событий состоит из двух событий, то любое из них называется противоположным к другому (обозначаются  
[image: image1420.wmf]A

 и 
[image: image1421.wmf]A

). Следовательно, событие 
[image: image1422.wmf]A

 называется противоположным событию А , если оно состоит в том, что событие А не произошло. 
Основные теоремы теории вероятностей. События А и В называются несовместными XE "События несовместные" , если в результате одного опыта они не могут произойти одновременно, т. е. наступление одного из них исключает наступление другого.
Теорема 1. Вероятность суммы двух несовместных событий А и В равна сумме вероятностей событий А и В.
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  Это правило можно обобщить на п событий. Если имеем п несовместных событий (А1, А2, …, Аn),  то  вероятность суммы этих событий равна сумме вероятностей этих событий.

Следствие. Сумма  вероятностей двух противоположных событий равна 1. 
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 ( событие достоверное), 
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Два А и В события называются совместными, если появление обоих событий возможно в данном испытании.

Теорема 2. Вероятность суммы двух совместных событий А и В равна сумме вероятностей событий А и В минус вероятность их совместного появления.
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Следствие. Вероятность суммы трех совместных событий
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  Событие  В  называется зависимым от события А, если его появление зависит от того, произошло событие А или нет. Вероятность события В при условии, что А произошло, называется условной вероятностью события В при условии, что А произошло. Такая вероятность обозначается или 
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Теорема 3. Вероятность произведения зависимых событий А и В равна произведению вероятности события А на условную вероятность события В  
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, т. е. вычисленную при условии, что событие А произошло. 
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Следствие 1. Теорема обобщается на любое конечное число событий:

События А и В называются независимыми, если вероятность одного из них не зависит от того, произошло ли второе событие. В этом случае условная вероятность события совпадает с безусловной вероятностью 
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Теорема 4. Вероятность произведения независимых событий равна произведению вероятностей.
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 Это выражение носит название критерия независимости случайных событий.
Пример. Производятся два независимых выстрела в одну и ту же мишень. Вероятности попадания: при первом выстреле - 0,6, при втором – 0,8. Найти вероятность попадания при двух выстрелах.

Решение. Примем: события  
[image: image1435.wmf]1
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 и 
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 - попадание при 1-м и 2-м выстрелах соответственно. Попадание в мишень при двух выстрелах – это попадание при 1-м, либо при 2-м, либо при 1-м и 2-м выстрелах одновременно 
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События независимы, поэтому 

[image: image1438.wmf]1212

()()()0,60,80,48

PAAPAPA

×=×=×=

.
Окончательно получаем
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Вероятность появления хотя бы одного события

 Если события 
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то вероятность наступления события А, состоящего в появлении хотя бы одного из указанных  событий
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, равна разности между единицей и произведением вероятностей противоположных событий   
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Пример. Ремонтное ателье обслуживает 5 клиентов. Вероятность вызова на обслуживания каждого клиента равна 0,2. Какова вероятность того, что в данный момент ателье занято обслуживанием клиентов?

Решение.  Пусть событие А – ателье занято обслуживанием клиентов. [image: image1445.wmf]5
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Примем также, что событие 
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Повторные независимые испытания. Формула Бернулли

На практике часто приходится сталкиваться с задачами, которые можно представить в виде многократно повторяющихся испытаний при данном комплексе условий, в которых представляет интерес вероятность числа т  наступлений некоторого события  
[image: image1449.wmf]A

 в п испытаниях. Например, необходимо вычислить вероятность определенного числа попаданий при нескольких выстрелах в мишень, вероятность некоторого числа бракованных изделий в данной партии изделий и т. п.

 Если вероятность наступления события  
[image: image1450.wmf]A

 в каждом испытании не изменяется в зависимости от исходов других, то такие испытания называются независимыми относительно события А.  Если испытания проводятся в одном и том же комплексе условий, то вероятность 
[image: image1451.wmf]()
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 наступления события  
[image: image1452.wmf]A

  в каждом испытании одна и та же. Описанная последовательность независимых испытаний получила название схемы Бернулли.

Теорема. Если производится п независимых испытаний, в каждом из которых вероятность 
[image: image1453.wmf]()
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 появления события А одна и та же и равна р, то вероятность того, что событие А появится в этих событиях m раз (безразлично в какой последовательности), выражается формулой Бернулли.

[image: image1454.wmf](

)

m

n

m

m

n

n

q

p

C

m

P

-

=










    (3.9)













где q=1-p
.











При этом заметим, что наступление или ненаступление события  
[image: image1455.wmf]A

 могут чередоваться в любом порядке. 

Пример.   В урне 20 белых и 10 черных шаров. Вынули подряд 4 шара, причем каждый вынутый шар возвращают обратно перед извлечением следующего. Какова вероятность того, что из четырех вынутых шаров 2 белых?

Решение.  Вероятность появления  белого шара, которую можно считать постоянной во всех испытаниях р = Р(Бел ) = 
[image: image1456.wmf]202
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. Вероятность не появления белого шара, т. е. вероятность появления черного шара  q = P(Чер) = 1 - р = 
[image: image1457.wmf]1
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. Искомая вероятность может быть найдена по формуле Бернулли: 
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4.4 Случайные величины
Под случайной величиной понимается переменная (величина), которая в результате испытания в зависимости от случая принимает одно из возможного множества своих значений (какое именно заранее неизвестно). Названия случайных величин обычно обозначают заглавными буквами: X, Y, Z,…, а их возможные значения – прописными буквами: x, y, z….

Рассмотрим примеры.

Проводятся выборы в представительные органы власти. Случайным событием является факт выбора (или не выбора) того или иного кандидата. При этом несомненный интерес представляет количество поданных за него голосов – случайная величина, количественно характеризующая результаты выборов.

Проводится социальное обследование, в котором изучается социальный портрет жителей данного района (города). Случайно выбранному жителю задаются вопросы о его социальной принадлежности, профессии, возрасте, семейном положении, обеспеченности жильем и т. п. Случайным событием является факт опроса того или иного жителя. Количественным же результатом опроса выступает вектор значений, каждый компонент которого есть количественная мера соответствующей характеристики опрашиваемого.

 Будем рассматривать случайные величины двух видов: дискретные и непрерывные.
Случайная величина называется дискретной, если множество ее допустимых значений составляет конечную или бесконечную числовую последовательность. 

  Примеры дискретных случайных величин: 

1) 
[image: image1459.wmf]Y

- число выстрелов в цель до первого попадания.  Теоретически это может быть бесконечная последовательность 
[image: image1460.wmf]{

}
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;

2) количество приборов, которые необходимо проверить до выявления первого неисправного;

3) количество уголовных дел, рассматриваемых данным судом за определенное время;

4) количество избирателей округа, которые примут участие в предстоящих выборах 

5) Число родившихся детей в течение суток в С.-Петербурге и т. п.

Непрерывной называют такую случайную величину, возможные значения которой непрерывно заполняют некоторый промежуток числовой оси или всю ось.

Примеры: скорость автомобиля, проезжающего данный отрезок пути, составляет интервал  
[image: image1461.wmf](
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V
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; время выхода из строя работающего компьютера, дальность  полета артиллерийского снаряда и т. п.

Законом распределения вероятностей  случайной величины (или просто законом распределения) называют всякое правило, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины  и соответствующими вероятностями. 

  Случайная величина полностью описана, если задан ее закон распределения.

Дискретные случайные величины
 Законом распределения дискретной случайной величины называют перечень ее возможных значений и соответствующих им вероятностей. 

 Для дискретной случайной величины закон распределения может быть задан в виде таблицы, аналитически (в виде формулы) или графически.

 Простейшей формой задания дискретной случайной величины является таблица, в которой перечислены в порядке возрастания значения случайной величины 
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 и соответствующие им вероятности 
[image: image1463.wmf]1
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. Поскольку события 
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, значения, которые принимает случайная величина, являются независимыми и единственно возможными, то они образуют полную группу событий, следовательно, 
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Такая таблица называется рядом распределения дискретной случайной величины.    

Пример 1. Вероятности того, что студент сдаст семестровый экзамен по дисциплинам А и Б равны соответственно 0,7 и  0,9. Составить закон распределения числа сданных за семестр экзаменов. 

Решение. Возможные значения случайной величины Х (числа сданных экзаменов) – 0, 1, 2.   

  Пусть событие 
[image: image1477.wmf]i
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 - событие, состоящее в том, что студент сдаст экзамен (
[image: image1478.wmf]2
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). Тогда вероятности, что студент сдаст в сессию 0, 1, 2 экзамена будут: 
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Ряд распределения имеет вид: 

[image: image1480.wmf]63
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       Контроль: 
[image: image1481.wmf]å
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Пример 2. В партии из 6 деталей имеются 4 стандартных. Наудачу отобраны 3 детали. Составить закон распределения случайной величины Х – числа стандартных деталей среди  отобранных.

Решение.  Случайная величина Х имеет следующие возможные значения: 
[image: image1482.wmf]3
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Найдем вероятности возможных значений Х, используя классическое определение вероятности (непосредственный подсчет событий):


[image: image1483.wmf]()
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где N - число деталей в партии, n - число стандартных деталей в партии, m - число отобранных деталей, k - число стандартных деталей среди отобранных. Находим 
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Закон распределения:  
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Числовые характеристики дискретных случайных величин.  При решении многих задач теории вероятностей вовсе не обязательно знать закон  распределения данной случайной величины, полностью ее описывающий. Достаточно знать так называемые числовые характеристики ее распределения, т. е. числовые параметры, характеризующие наиболее важные черты ее закона распределения.

Математическим ожиданием дискретной случайной величины называют сумму произведений всех ее возможных значений на их вероятности: 
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  Математическое ожидание можно рассматривать как среднее вероятностное значение случайной величины, учитывая, что каждое возможное значение 
[image: image1490.wmf]i
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 входит со своим «весом», которым и является вероятность 
[image: image1491.wmf]i
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. Так, если все значения 
[image: image1492.wmf]i

x

 равновероятны, то математическое ожидание будет равно среднему арифметическому всех возможных значений:
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Пример. В магазин ежедневно поступает не более пяти компьютеров,     т. е. от нуля до пяти. Известны вероятности поступления соответствующего числа компьютеров:

[image: image1494.wmf].
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Найти математическое ожидание числа поступлений компьютеров.

Решение. Закон распределения вероятностей
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Свойства математического ожидания
1. Математическое ожидание постоянной величины равно этой постоянной.

[image: image1497.wmf]()
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания.
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3. Математическое ожидание суммы конечного числа случайных величин равно сумме их математических ожиданий.


[image: image1499.wmf](
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4. Математическое ожидание произведения конечного числа независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий.
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Пример. Пусть 
[image: image1501.wmf]X

 и 
[image: image1502.wmf]Y

 - независимые случайные величины с математическими ожиданиями 
[image: image1503.wmf](
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. Найти математическое ожидание случайной величины 
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Решение.
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[image: image1506.wmf]23342346
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Дисперсия случайной величины.  Для решения многих практических задач бывает недостаточно знание только математического ожидания. Например, пусть даны две случайные величины Х и 
[image: image1507.wmf]Y
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Найдем математические ожидания: 
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Следовательно, совершенно разные случайные величины имеет одинаковое математическое ожидание.

Для сравнения этих величин введем еще одну характеристику случайной величины, позволяющую оценить разброс (рассеяние) значений случайной величины относительно её среднего значения, т. е. оценить 
[image: image1513.wmf](
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. В качестве характеристики рассеяния нельзя брать математическое ожидание отклонения случайной величины от ее математического ожидания, так как оно равно нулю.

Дисперсией 
[image: image1514.wmf])
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 случайной величины Х называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
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Дисперсия (слово дисперсия означает «рассеяние») есть мера рассеивания значений случайной величины относительно ее математического ожидания.    Для практических вычислений дисперсии удобна другая формула: 
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  Если случайная величина 
[image: image1517.wmf]X

- дискретная с конечным числом значений, то
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Дисперсия имеет  размерность квадрата размерности самой случайной величины, что не всегда удобно. 

Средним квадратическим отклонением (квадратичным отклонением, стандартным отклонением или стандартом) 
[image: image1519.wmf])
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 случайной величины
[image: image1520.wmf]X

называется арифметическое значение корня квадратного из её дисперсии
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Пример. Бросают две монеты достоинством 2 и 5 рублей. Если монета выпадает гербом, то начисляют  ноль очков, а если цифрой, то число очков, равное достоинству монеты. Найти математическое ожидание и дисперсию числа очков.

Решение. Найдем вначале распределение случайной величины  Х – числа очков. Все комбинации – (2;5), (2;0), (0;5), (0;0) - равновероятны и  закон распределения:   
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Математическое ожидание: 
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Дисперсию найдем по формуле  
[image: image1524.wmf][
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, для чего вычислим 
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Свойства дисперсии
1. Дисперсия постоянной величины равна нулю: 


[image: image1527.wmf]()0
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возведя его при этом в квадрат:  
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3. Дисперсия алгебраической суммы конечного числа независимых случайных величин равна сумме их дисперсий: 
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Основные законы распределения дискретной случайной величины
 Биномиальный закон. Допустим надо провести серию испытаний, чтобы выяснить, произошло ли в результате событие А. Если вероятность появления события А постоянна и испытания независимы, то говорят, что дискретная случайная величина Х имеет биномиальный  закон распределения с параметрами п  и р . При этом Х принимает значения 0, 1, 2, …, т,…., п  с вероятностями 
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  Как видим, вероятности 
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 находятся по формуле Бернулли, поэтому биномиальный закон представляет собой закон распределения числа 
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 в п независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события  постоянна и равна  р.

Ряд распределения биномиального закона имеет вид:
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Основное свойство ряда распределения 
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 выполнено, так как сумма вероятностей есть сумма членов разложения бинома Ньютона, равная 1.

Теорема. Математическое ожидание случайной величины Х, распределенной по биномиальному закону  
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Пример 1.  Вероятность прибытия одной англоязычной группы туристическое агентство оценивает величиной 0,6. Написать закон распределения случайной величины Х – числа  прибывающих англоязычных туристических групп при ожидаемом прибытии 6 групп из заранее неизвестных стран.  

Решение. Возможно прибытие различного числа таких групп: от 0 до 6. Значения вероятностей можно вычислить  по формуле Бернулли 
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, следовательно, формула


[image: image1540.wmf](

)

6

mmnm

i

pPXmCpq

-

===


есть закон распределения случайной величины.  Так,  вероятность прибытия двух англоязычных групп равна 
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Закон распределения Пуассона
 Пусть производится п независимых испытаний, в которых появление события А имеет вероятность р. Пусть число испытаний п достаточно велико 
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Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения Пуассона с параметром 
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где т-число появлений события в п независимых испытаниях, 
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 (среднее число появлений события в п испытаниях).

Ряд распределения закона Пуассона имеет вид:
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Теорема. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины, распределенной по закону Пуассона, совпадают и равны параметру этого закона, т. е. 
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  Замечание. При достаточно больших  п  (точнее, при 
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, закон распределения Пуассона является хорошим приближением биномиального закона. Так как при этом вероятность р события А в каждом испытании мала, то закон распределения Пуассона называют часто законом редких явлений.

    Пример. Для продвижения своей продукции на рынок фирма раскладывает по почтовым ящикам рекламные листки. Прежний опыт работы показывает, что примерно в одном случае из 2 000  следует заказ. Найти вероятность того, что при размещении 10 000 рекламных листков поступит хотя бы один заказ, среднее число поступивших заказов и дисперсию числа поступивших заказов.

Решение. Здесь 
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Вероятность того, что поступит хотя бы один заказ, найдем через вероятность противоположного события, т. е.
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Простейший поток событий.
Наряду с «предельным» случаем биномиального распределения закон Пуассона может возникнуть и в ряде других ситуаций. Рассмотрим их.

  Если однотипные события происходят последовательно во времени, то они образуют поток событий.

   Если в любой момент времени может произойти не более одного события (одно или ни одного), то поток называется ординарным.

   Если вероятность того, что за время 
[image: image1557.wmf]t

 произойдет 
[image: image1558.wmf]m

 событий потока, не зависит от начала отсчета времени 
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, то поток называется стационарным.

   Если число событий, наступивших после данного произвольного момента времени 
[image: image1560.wmf]t

 не зависит от того, сколько их произошло до этого момента, то поток называется потоком без последствий.

Определение. Ординарный, стационарный поток без последствий называется простейшим потоком или пуассоновским потоком.

  Обозначим 
[image: image1561.wmf]a

 среднее число событий простейшего потока в единицу времени, оно называется плотностью потока.

   Рассмотрим случайную величину 
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, значения которой равны числу событий простейшего потока за время 
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. Очевидно, что множество всех ее значений 
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   Вероятность того, что за время 
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 произойдет ровно 
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 событий потока находится по формуле   
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Закон Пуассона имеет большое прикладное значение, так как ему подчиняются такие характеристики, как обрывность в прядении и ткачестве, число сбоев на автоматической линии, число отказов сложной системы в «нормальном режиме», число заявок на внеплановый ремонт технологического оборудования и т. д.

Пример. Обрывность в прядильном цехе составляет 100 обрывов на 1000 веретен в час. Найти вероятность того, что за смену (8 ч.) на одном веретене произойдет 4 обрыва.

Решение.  100 обрывов на 1000 веретен в час – это средняя обрывность, 
т. е. математическое ожидание обрывности. Поэтому плотность числа обрывов на одном веретене в час составит
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 (обрывов в час).

Тогда в соответствии с формулой Пуассона, получим при 
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  Эта вероятность столь мала, что событие 
[image: image1571.wmf]4

8

=

X

 практически невозможно. Если, тем не менее, такое событие произошло, то делают вывод, что указанное веретено требует наладки, так как при средней обрывности 100 обрывов на 1000 веретен в час на одном веретене за смену практически не может произойти 4 обрыва.

4.5.  Непрерывные случайные величины.
  Рассмотрим случайные величины, значения которых занимают сплошь некоторый интервал, т. е. такие величины, множество которых не составляет числовой последовательности. Примерами таких величин могут быть масса тела, прочность, длина и т. п.

 Определение. Случайная величина  Х называется непрерывной, если множество ее допустимых значений занимает сплошь некоторый промежуток конечный или бесконечный. 

Функцией распределения XE "Функция распределения случайной величины"  F(x) или интегральным законом распределения непрерывной случайной величины X называется вероятность  выполнения неравенства X < х, т. е. вероятность того, что значения случайной величины Х попадают в интервал 
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Для непрерывных случайных величин функция распределения F(x) непрерывна и кусочно дифференцируема на всей оси.

Определение функции распределения имеет наглядную геометрическую интерпретацию. Если рассматривать X как случайную точку на числовой оси, то F(x) есть вероятность того, что случайная точка попадет левее выбранной величины х (рис. 5.1).

[image: image1574.png]



Рис. 5.1. Геометрическая   интерпретация функции распределения
Свойства функции распределения непосредственно вытекают из ее определения (рис. 5.2):

1) F(x) - неотрицательная функция, значения которой заключены между 0 и 1, т. е.

0 ( F(x) ( 1;








       (5.2)

2) F(-() = 0;








       (5.3)

3) F(+() = 1;








       (5.4)

4) F(x) - неубывающая функция своего аргумента, т. е. если x2 > х1, то F(x2) ( F(x1);

5) P( a  (  Х < b) = F(b) - F(a) .       



    

        (5.5)                                                                                               
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Рис. 5.2. График функции распределения для непрерывной случайной величины
Основное свойство непрерывной величины. Вероятность любого отдельно взятого значения непрерывной случайной величины равна нулю. Заметим, что в этом свойстве нет противоречия со здравым смыслом. Действительно, если мы говорим, что масса тела равна, например, 10 г, то подразумеваем, что она равна 
[image: image1576.wmf]10

±D

, где 
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 - половина цены деления прибора, с помощью которого мы измеряли массу. Следовательно,  мы получаем не отдельное значение, а интервал значений. Интервалу же значений соответствует, вообще говоря, ненулевая вероятность.

Замечание 1. Множество значений непрерывной случайной величины не являются последовательностью, закон ее распределения не может быть задан таблицей.

Замечание 2. Так как 
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, то для непрерывных случайных величин нет разницы между строгими и нестрогими неравенствами:
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Если случайная величина не принимает значений на интервале 
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где 
[image: image1582.wmf](
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- часть функции F(x) на промежутке 
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Если функция распределения непрерывна, то в любой точке предел этой функции слева равен пределу справа, в том числе и в точках 
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, т. е.  
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. Поэтому справедлива система 
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Пример. Случайная величина Х непрерывна и определена на 
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 и имеет функцию распределения 
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Решение. На основании свойств функции распределения (равенства пределов справа и слева в точках 
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Плотностью вероятности 
[image: image1591.wmf](
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 непрерывной случайной величины Х называется производная от ее функции распределения, т. е.
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Тем самым, функция распределения F(x) является первообразной для плотности и может быть задана через плотность по формуле 
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Основные свойства функции плотности вероятности

1. Функция плотности вероятности - неотрицательная возрастающая функция,  f(x) ( 0.

2. Интеграл от 
[image: image1594.wmf]-¥

 до 
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 от функции плотности вероятности (если она задана на всей числовой оси) равен 1. Действительно, как частный случай формулы (12.10) имеем
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Замечание. Если случайная величина задана только на отрезке [а, b), то в формуле (5.9)  пределы интегрирования изменяются на a  и b.
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Свойство (5.9, 5.10) называют условием нормировки. Общий вид функции плотности  вероятности представлен на рис. 5.3. 

3. Вероятность попадания непрерывной случайной величины в интервал 
[image: image1598.wmf](,)

ab

 равна определенному интегралу от его плотности вероятности в пределах от а до 
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Вероятность попадания в заданный промежуток [а, b], численно равна площади криволинейной трапеции с основанием [а, b].
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Рис.5.3. Определение вероятности попадания в заданный интервал

по функции плотности вероятности

Геометрически свойства плотности вероятности означают, что ее график лежит не ниже оси абсцисс, и полная площадь фигуры, ограниченной кривой распределения и осью абсцисс, равна единице.

Пример. Случайная величина Х принимает значения 
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Решение. 1) Для нахождения  числа А воспользуемся свойствами плотности. Во-первых, 
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. Это свойство будет выполнено при А > 0. Во-вторых, используем условие нормировки (5.10)
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Поэтому случайная величина Х, заданная на промежутке 
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 имеет плотность 
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2) Функцию распределения найдем интегрированием: 
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3) Вероятность 
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Числовые характеристики непрерывной случайной величины.  Понятия математического ожидания 
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, введенные для дискретной случайной величины можно распространить и на непрерывную случайную величину.

   Для того чтобы найти математическое ожидание и дисперсию  непрерывной случайной величины, следует закон ее распределения задать плотностью. Пусть случайная величина 
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Математическое ожидание  непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат всей оси ОХ
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Математическое ожидание непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат промежутку 
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Дисперсия  непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат всей оси ОХ
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или равносильным равенством
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Дисперсия непрерывной случайной величины Х, возможные значения которой принадлежат промежутку 
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Среднеквадратическое отклонение  вычисляется как корень квадратный из дисперсии 
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Основные свойства математического ожидания и дисперсии для непрерывных случайных величин остаются такими же,  как и для дискретных случайных величин.

Нормальный закон распределения непрерывной случайной величины. 
Наиболее распространенным законом распределения для непрерывных случайных величин является нормальный закон распределения. Ему подчиняются практически все случайные величины, значения которых получаются непосредственным измерением или какими-нибудь линейными преобразованиями измеренных величин.

Определение. Случайная величина Х подчиняется нормальному закону распределения, если она определена на всей числовой оси и имеет плотность 
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 Плотность определена на всей оси, ось абсцисс является асимптотой графика этой функции.  Числовые характеристики нормального закона: 
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График плотности называют нормальной кривой или  кривой Гаусса. 

Если 
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, то нормальное распределение с такими параметрами называется стандартным или нормированным. Стандартное распределение табулируется, т. е.  есть таблицы нормированного нормального закона. Плотность стандартной случайной величины имеет вид
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 В общем случае график плотности имеет вид (рис. 5.4) 
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Рис. 5.4. График нормального закона распределения
Исследуем функцию 
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)

(

)

2

2

2

1

2

xa

fxe

s

sp

-

-

=

 методами дифференциального исчисления:
1. Функция определена на всей числовой оси.

2. При всех значениях х функция принимает положительные значения, т.е. нормальная кривая расположена над осью 0х.

3. Предел функции при неограниченном возрастании х (по абсолютной величине) равен нулю, т. е. ось ОХ – горизонтальная асимптота.

4. При  
[image: image1633.wmf]a

x

=

 функция имеет максимум, равный 
[image: image1634.wmf](

)

s

p

s

j

3989

,

0

2

1

max

»

=

a

.

5. Разность 
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, содержащаяся в аналитическом выражении функции в квадрате, т. е. график функции симметричен относительно прямой 
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6. Точки 
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  являются точками перегиба.

7. Изменение величины параметра а (математического ожидания) не изменяет формы кривой, а приводит лишь к ее сдвигу вдоль оси ОХ: вправо, если а возрастает и влево, если убывает.

8. Если меняется параметр 
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 или 
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, то меняется ордината максимума (рис. 5.5) 


[image: image1640.wmf](

)

p

s

j

2

1

max

=

a

. 

Если 
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 возрастает, то ордината максимума уменьшается, а так как площадь под кривой остается равной единице, то кривая делается более плоской. При уменьшении параметра 
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 нормальная кривая вытягивается вверх, одновременно сжимаясь по бокам.
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Рис. 5.5. Влияние величины дисперсии на форму кривой нормального закона
Следовательно, параметр а (математическое ожидание) характеризует положение центра, а параметр 
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(он же дисперсия) – форму нормальной кривой.

Заметим еще раз, что стандартным или нормированным называют нормальное  распределение, если М(Х) = a = 0, 
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. Плотность нормированного распределения 
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Функция распределения нормальной случайной величины не может быть найдена, так как интеграл 
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 относится к классу неберущихся, он не выражается через элементарные функции. Однако аналогом функции распределения служит так называемая функция Лапласа (или интеграл вероятности): 
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  Таблицы функции Лапласа есть практически в любом учебнике по теории вероятностей. Геометрически функция Лапласа представляет собой площадь под стандартной нормальной кривой на отрезке 
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 (рис. 12.6).
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Рис. 5.6. Геометрический смысл функции Лапласа
Функция 
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 является нечетной Ф(-х) = - Ф(х), поэтому ее таблицы приведены только для 
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Функция общего нормального распределения: 
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выражается через функцию Лапласа 
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)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

F

+

=

s

a

x

x

F

5

,

0

.

Для нормированного распределения функция распределения выражается через функцию Лапласа. Функция Лапласа используется в ряде формул, связанных с нормальным законом распределения.

Вероятность попадания в заданный интервал нормальной случайной величины. Известно, что если случайная величина задана плотностью 
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Вычисление вероятности заданного отклонения. Часто требуется вычислить вероятность того, что отклонение нормально распределенной величины Х от своего математического ожидания по абсолютной величине меньше заданного положительного числа 
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, т. е. требуется найти вероятность осуществления неравенства 
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  Заменим это неравенство равносильным ему двойным неравенством 
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. Пользуясь формулой (12.17),  получим:
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Следовательно, вероятность отклонения 
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) нормальной величины от своего математического ожидания  
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в частности, при  а = 0 справедливо равенство 
[image: image1665.wmf](
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Пример 1. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение нормально распределенной случайной величины Х соответственно равны 20 и 5. Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, заключенное в интервале (15, 25).

Решение.  Воспользуемся формулой: 
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Подставив 
[image: image1667.wmf]15;25;20;5

a

abs

====

, получим 
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Пример 2. Текущая цена ценной бумаги представляет собой нормально распределенную случайную величину Х со средним 100 усл. ед. и дисперсией 9. Найти вероятность того, что цена актива будет находиться в пределах от 91 до 109 у. е.

Решение. 
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Правило трех сигм. Если случайная величина Х имеет нормальное распределение с параметрами  а и 
[image: image1670.wmf]2
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, то практически достоверно, что ее значения заключены в интервале 
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 (рис. 5.7).
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Рис. 5.7. Правило 3
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По формуле (5.18) найдем вероятности отклонения 
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Тем самым, вероятность того, что абсолютная величина отклонения превысит утроенное среднее квадратическое отклонение, очень мала, а именно составляет 1-0,9973=0,0027. Это означает, что такое может произойти только в 0,27% случаев, такие события считаются практически невозможными.

На практике правило «трех сигм» применяют так: если распределение изучаемой случайной величины неизвестно, но условие, указанное в приведенном правиле выполняется,  то есть основание считать, что изучаемая величина распределена нормально.

Пример. Имеется партия изделий, в которой могут быть бракованные изделия. Число бракованных изделий – нормально распределенная случайная величина, характеризующаяся так: среднее число бракованных изделий (математическое ожидание) составляет 12 %, а среднеквадратическое отклонение – 3 %. Отобрано 100 изделий. Какое число бракованных изделий окажется среди них?

Решение. Понятно, что ответить на вопрос точно в принципе нельзя. Однако, используя правило «трех сигм», легко найти ответ. Можно быть практически уверенным в том, что бракованных изделий будет не менее 
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5. Элементы математической статистики

5.1. Основы выборочного метода. Методы отбора. Понятие репрезентативности выборки. Генеральное и выборочное среднее, генеральная и выборочная дисперсия
Научная дисциплина, разрабатывающая и систематизирующая понятия, приемы, математические методы и модели, предназначенные для организации сбора, систематизации и обработки данных в целях их интерпретации и получения выводов, называется анализом данных  XE "Анализ данных" или прикладной статистикой.

Пусть проводится некоторый опыт (рассматривается некоторое явление). Все возможные (говорят, мысленные) результаты измерений или опыта образуют так называемую генеральную совокупность XE "Генеральная совокупность" . Свойства и характеристики генеральной совокупности обычно неизвестны, а зачастую, и не могут быть определены. Для оценки этих свойств и характеристик используют выборочную совокупность или выборку, которая является совокупностью случайно выбранных объектов, т. е. полученных в результате конечного числа измерений. Необходимо, исследуя данные выборки, как можно точнее оценить свойства и характеристики генеральной совокупности. Решение такого рода задач - предмет рассмотрения дисциплины называемой математической статистикой XE "Математическая статистика" . Отметим, что она применима только к массовым явлениям, имеющим вероятностную природу.

Вместе с тем, встречается множество ситуаций, когда полученные данные, даже если их и много, характеризуют не все, а только некоторые объекты. В таких случаях мы не всегда вправе распространять результаты обработки данных на другие (не рассмотренные) объекты. Например, проведено обследование приморских городов страны. Полученные характеристики будут справедливы только для этих городов и не могут быть в полной мере распространены на города, расположенные в глубинных районах. Другой пример: проведено исследование населения городов с числом жителей более миллиона. Полученные данные нельзя использовать для прогнозирования ситуации в населенных пунктах с другой численностью населения. Или в 12 часов дня проведен опрос населения по домашним телефонам, хотя в это время основная масса трудоспособного населения не находится дома. Данные опроса нельзя распространить на всех жителей города.  

Основной целью применения аппарата математической статистики является оценка некоторых характеристик генеральной совокупности по данным выборки, например, математического ожидания и дисперсии или ее закона распределения в целом с тем, чтобы иметь возможность при решении прикладных задач применять аппарат теории вероятностей.

Поскольку рассматривается только выборка (а не генеральная совокупность), при решении задач математической статистики всегда присутствует элемент случайности, и результаты получаются лишь с некоторой степенью уверенности.

Существуют разные способы отбора выборок. Прежде всего, отбор бывает бесповторным – элемент отбирает, его характеристики записываются и он не возвращается в генеральную совокупность – и повторным, когда элемент возвращается в генеральную совокупность и может быть отобран снова.

Первый способ важен, например, при контроле продукции, если контроль приводит к повреждению изделия или при социологических опросах, так как нельзя опрашивать дважды одного и того же человека.

В любом случае, при очень большом объеме генеральной совокупности и при малом объеме выборки разница между этими двумя способами отбора стирается.

В любом случае выборка должна правильно представлять все пропорции генеральной совокупности, т. е. быть репрезентативной. Выборка будет репрезентативной, если проводится случайный отбор, когда все элементы генеральной совокупности могут попасть в выборку с равной вероятностью.

На практике применяют следующие способы отбора.

В первом случае генеральная совокупность не делится на части и производится простой случайный отбор, который может быть повторным или бесповторным.

Во втором случае генеральная совокупность делится на части. При этом может быть типический, механический или серийный отбор.

При типическом отборе генеральная совокупность делится на типические части и из каждой части отбор производится отдельно. Пример: выборы по сословному признаку в органы управления.

При механическом отборе отбирают определенный объем генеральной совокупности, например 20 %, и тогда отбирается каждый пятый объект и т.д. При этом правило репрезентативности может не выполнятся. 

При серийном отборе объекты отбираются не по одному, а сериями. Используют при малой изменчивости исследуемого признака.

На практике часто применяют комплексный отбор. 

Первичная обработка данных. Решение любой задачи математической статистики предваряет первичная обработка наблюдений. Пусть из генеральной совокупности в результате проведения в одинаковых условиях независимых опытов получено n значения исследуемой случайной величины X. Это значит, что получена выборка объема n. Наблюдаемые значения называют вариантами, последовательность вариант, записанных в возрастающем порядке ˗ вариационным рядом или статистической совокупностью. Данные записывают в виде таблицы, где в первой строчке пишутся варианты, а во второй строчке частоты 
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– количество повторений данной варианты или относительные частоты 
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. Такую таблицу называют статистическим распределением выборки (табл. 1)

Т а б л и ц а 1. Статистическое распределение выборки

	Варианты xi
	x1
	x2
	x3
	...
	xm

	Частоты ni
	n1
	n2
	n3
	…
	nm


Графическое изображение статистического ряда называется полигоном частот (или относительных частот XE "Гистограмма"  (рис. 1. 1))

[image: image1681.png]



Рис. 1.1. Полигон частот
Если получено большое число данных, а в статистике оперируют, как правило, сотнями и тысячами значений, то их группируют. Для этого весь диапазон полученных значений случайной величины X разбивают на разряды (подинтервалы). Для удобства обычно вводят k = 5 - 10 максимум 20 разрядов (большее число разрядов сложно анализировать, а при малом их числе происходит излишнее огрубление исследуемых зависимостей). В каждом конкретном случае число интервалов определяется исследователем в зависимости от размера выборки. При этом надо учесть, что чем меньше групп, тем больше потеря информации и чем меньше количество вариант в группе, тем менее надежны выводы. Ориентировочно количество интервалов k задается эмпирической формулой
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Для каждого разряда подсчитывается число попавших в него значений ki из выборки. Если каждое из ki разделить на общее количество данных n в выборке, то получим относительные частоты попадания в соответствующий разряд 
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 (здесь и далее знак * говорит о том, что это статистический аналог соответствующего понятия теории вероятностей). Полученные таким образом данные образуют табл. 2, также называемую статистическим рядом,
Т а б л и ц а 2. Статистическое распределение сгруппированной выборки

	интервалы
	x0-x1
	x1-x2
	...
	x k-1-xk

	частоты  ki
	k1
	k2
	...
	km

	Относительные частоты pi*
	p1*
	p2*
	...
	pm*
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                        Рис.1.2.                          Рис. 1.3. Статистическая функция    
                  Гистограмма                                        распределения
после чего строится график, который называется гистограмма (рис. 1.2). По горизонтальной оси откладываются интервалы, а по вертикальной ˗ частоты. Данные статистического ряда можно использовать для построения статистической функции распределения 

 XE "Статистическая функция распределения" 
F*(x) = P*(X < x).
График этой функции, изображенной на рис.1.3, всегда представляет собой характерную ступенчатую функцию.

Полученные в результате первичной обработки данные используются для решения задач математической статистики.  

 XE "Статистический ряд" 
5.2. Оценки параметров генеральной совокупности по данным выборки
Определение неизвестных параметров выборки - следующая основная задача математической статистики. Решение этой задачи часто осуществляется при помощи метода моментов XE "Метод моментов" . Параметры выборки служат оценками параметров генеральной совокупности.

Генеральной средней называют среднее арифметическое значение признака у генеральной совокупности.
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где  N – объем (количество данных) генеральной совокупности.

Оценкой генерального среднего служит выборочное среднее
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        (2.2)

где n – объем выборки. Если данные в выборке сгруппированы, то 
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        (2.3)
где xi – варианты или середины соответствующих интервалов

Генеральная дисперсия есть среднее арифметическое квадратов отклонения значений от генеральной средней
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        (2.4)

Ее оценкой является выборочная дисперсия
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        (2.5)

или, для сгруппированных данных
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        (2.6)

Отсюда находится статистическое среднеквадратическое отклонение
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Ограниченное число опытов приводит к тому, что получаемые на их основе значения параметров генеральной совокупности содержат элемент случайности. Например, монета подбрасывалась пять раз и четыре раза выпадала цифра. Отсюда можно сделать вывод о том, что среднее число выпадений цифры в одном опыте равно 0.8. В то же время, очевидное значение этой характеристики - 0.5 (если монета и техника подбрасывания "правильные"). Однако к такому выводу приходят при очень большом количестве подбрасывании монеты. Так, Ж. Бюффон подбрасывал монету 4048 раз, и цифра выпадала в 1956 случаев, т. е. среднее число появлений цифры при одном подбрасывании было получено равным 0.48.

Случайное значение искомого параметра, вычисленного на основании данного статистического материала, называют оценкой параметра XE "Оценка параметра" .

Пусть проведено n опытов и получены значения случайной величины (x1, x2, ..., xn). Требуется построить оценку (называемой иногда точечной оценкой) неизвестного параметра "(", которую будем обозначать (~. Эта оценка есть функция опытных величин, т. е.
(~ = (~(x1, x2, ..., xn).
Задача состоит в том, чтобы построить наиболее подходящие оценки. Здесь под термином наиболее подходяще подразумевается предъявление следующих требований:

1. Оценка параметра должна быть состоятельной XE "Оценка параметра состоятельная" . Это означает, что при увеличении числа опытов, оценка все более приближается (стремится по вероятности) к точному значению параметра

(~ ( (  при  n ( (.

1. Оценка параметра должна быть несмещенной XE "Оценка параметра несмещенная" , т.е. ее математическое ожидание должно равняться оцениваемому параметру

M[(~] = (.

Несмещенность означает отсутствие постоянной ошибки оценки в какую-то одну сторону.

3. Желательно, чтобы оценка параметра была эффективной, т. е. оценка по сравнению с другими должна обладать наименьшей дисперсией.

Сформулированным требованиям отвечает выборочное среднее.

Выборочная дисперсия является смещенным параметром, поэтому вводят так называемую исправленную дисперсию 
[image: image1693.wmf]2
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и при n > 30 считается, что разница между исправленной и выборочной дисперсией несущественна.
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Качество статистического оценивания. Пусть по результатам опыта построена точечная оценка (~ некоторого параметра (. Необходимо проверить  насколько эта оценка точна и достоверна.

Точность оценивания характеризуется абсолютной ошибкой, которая возникает, если параметр заменить его точечной оценкой, т. е.
(( = (( - (’(.

Однако определить истинную погрешность (( невозможно, поскольку (’ - случайная величина, а сам параметр ( неизвестен.

В математической статистике задачу оценки точности решают следующим образом. 

Откладывают от (’ вправо и влево такую величину (( > 0, что неслучайное (хотя и неизвестное) значение (, как показано на рис.2.1, оцениваемого параметра практически наверняка оказывается в пределах случайного интервала I( = ((’ - ((, и (’ + (().

Введем понятие доверительной вероятности и доверительного интервала. Вероятность ( называется доверительной, XE "Вероятность доверительная"  если интересующее нас событие A, происходящее с этой вероятностью, считается практически гарантированным (достоверным). Как правило, ( близка к единице и выбирается равной 0.9, 0,95, 0,99 или 0,999. Максимальной вероятной погрешностью статистической оценки называется ее максимально возможное отклонение    ((  > 0 от оцениваемого параметра, гарантируемое с вероятностью (.


Рис. 2.1.. Доверительный интервал

Пусть задана доверительная вероятность (надежность) (. Тогда условие

P(((’ - (( < (() = ( ,                  





      (2.9)

определяет доверительный интервал I(  = ((’ - ((, (’ + ((), который с вероятность ( накрывает неизвестный параметр (.  XE "Доверительный интервал" Можно сказать, что доверительный интервал - интервал значений параметра (, совместимых (в вероятностном смысле) с опытными данными.

Очевидно, что выражение (1.9) по заданному ( позволяет найти (( и, наоборот, по заданной величине (( можно найти (. Доверительный интервал определяет точность найденной оценки параметра, а доверительная вероятность ее достоверность.

Изложим методы нахождения доверительных интервалов для математического ожидания 
[image: image1696.wmf]Г
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 = m (( ( m), если известно, что случайная величина имеет нормальный закон распределения. 

Малая выборка

На практике малой считается выборка с объемом меньше 30. Пусть по формулам (2.2) или (2.3) найдена оценка математического ожидания, а по формуле (2.8) оценка дисперсии. Тогда для определения доверительного интервала используют распределение Стьюдента, функция распределения которого S(t,n), в отличии от нормального закона, зависит только от размера выборки n. По распределению Стьюдента значение 
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где 
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 значение аргумента функции S(t,n) при данном n, для которого выполняется равенство S(t,n) = β. 

Приведем таблицу значений 
[image: image1700.wmf]b

t

 при разных объемах выборок n для доверительных вероятностей  β = 0,95;  0,99; 0,999 (табл. 3). 
Таким образом, чтобы найти доверительный интервал для оценки математического ожидания по заданной доверительной вероятности, необходимо:

1. По (2.2) вычислить оценку математического ожидания 
[image: image1701.wmf]B

x

, по (2.8) вычислить оценку дисперсии S2, а по ней величину  S.  

Т а б л и ц а 3.
	n
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	β
	0.95
	2.78
	2.57
	2.45
	2.37
	2.31
	2.26
	2.23
	2.20
	2.18

	
	0.99
	4.60
	4.03
	3.71
	3.50
	3.36
	3.25
	3.17
	3.11
	3.06

	
	0.999
	8.61
	6.86
	5.96
	5.41
	5.04
	4.78
	4.59
	4.44
	4.32

	n
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	25
	30

	β
	0.95
	2.16
	2.15
	2.13
	2.12
	2.11
	2.10
	2.09
	2.06
	2.05

	
	0.99
	3.01
	2.98
	2.95
	2.92
	2.90
	2.88
	2.86
	2.80
	2.76

	
	0.999
	4.22
	4.14
	4.07
	4.02
	3.97
	3.92
	3.88
	3.75
	2.66


2. Для величины ( по таблице значений функции распределения Стьюдента определить t(.
3. Вычислив по (2.10) ((,  записать доверительный интервал

I( = (
[image: image1702.wmf]B
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Большая выборка, т. е. объем выборки больше 30. Согласно закону больших чисел она приближенно распределена по нормальному закону. Запишем условие (2.9), выразив правую часть через функцию Лапласа 
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где среднеквадратическое отклонение можно приближенно положить равным величине 
[image: image1705.wmf]B
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. Зная доверительную вероятность β, найдем по таблице значений функции Лапласа величину 
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Таким образом, чтобы найти доверительный интервал для оценки математического ожидания по заданной доверительной вероятности, необходимо:

1. по (2.5) вычислить оценку дисперсии, а по ней величину 
[image: image1708.wmf]B
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2. для величины (/2 по таблице приведенной функции распределения Лапласа определить   t( = 
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3. вычислив ((  по 
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,  можно записать доверительный интервал

I( = (
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Приведем сокращенную таблицу значений ( и t( (таб. 4). 
Пример. Случайная величина имеет нормальный закон распределения со средним квадратичным отклонением ( = 1. Известна выборочная средняя [image: image1714.wmf]01

,

10

=

x

 и объем выборки n =10. Найти доверительный интервал  для оценки неизвестного математического ожидания а с заданной надежностью  β=0,85.
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 - табулированная функция Лапласа найдем 
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 Следовательно, доверительный интервал 9,55 < а < 10,47. 
Т а б л и ц а 4.

	(
	0.80
	0.82
	0.84
	0.86
	0.88
	0.90

	t(
	1.282
	1.340
	1.404
	1.475
	1.554
	1.643

	(
	0.92
	0.94
	0.95
	0.96
	0.98
	0.99

	t(
	1.750
	1.880
	1.960
	2.053
	2.325
	2.576


Заключение

Изучение математики в высшем учебном заведении преследует разные цели. Это и тренировка логического мышления, и возможность решать математическими методами всевозможные прикладные задачи и изучение универсального символьного языка, который используется в естественно-научных, технических и гуманитарных дисциплинах.
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Приложение А
	Т а б л и ц а А. 1. Значения функции Гаусса  φ(х) = [image: image1720.png]


 

	х
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0
	0,3989
	3989
	3989
	3988
	3986
	3984
	3982
	3980
	3977
	3973

	0,1
	3970
	3965
	3961
	3956
	3951
	3945
	3939
	3932
	3925
	3918

	0,2
	3910
	3902
	3894
	3885
	3876
	3867
	3857
	3847
	3836
	3825

	0,3
	3814
	3802
	3790
	3778
	3765
	3752
	3739
	3726
	3712
	3697

	0,4
	3683
	3668
	3653
	3637
	3621
	3605
	3589
	3572
	3555
	3538

	0,5
	3521
	3503
	3485
	3467
	3448
	3429
	3410
	3391
	3372
	3352

	0,6
	3332
	3312
	3292
	3271
	3251
	3230
	3209
	3187
	3166
	3144

	0,7
	3123
	3101
	3079
	3056
	3031
	3011
	2989
	2966
	2943
	2920

	0,8
	2897
	2874
	2850
	2827
	2803
	2780
	2756
	2732
	2709
	2685

	0,9
	2661
	2637
	2613
	2589
	2565
	2541
	2516
	2492
	2468
	2444

	1,0
	0,2420
	2396
	2371
	2347
	2323
	2299
	2275
	2251
	2227
	2203

	1,1
	2179
	2155
	2131
	2107
	2083
	2089
	2036
	2012
	1989
	1965

	1,2
	1942
	1919
	1895
	1872
	1849
	1826
	1804
	1781
	1758
	1736

	1,3
	1714
	1691
	1669
	1647
	1626
	1604
	1582
	1561
	1539
	1518

	1,4
	1497
	1476
	1456
	1435
	1415
	1394
	1374
	1354
	1334
	1316

	1,5
	1295
	1276
	1257
	1238
	1219
	1200
	1182
	1163
	1145
	1127

	1,6
	1109
	1092
	1074
	1067
	1040
	1023
	1006
	0989
	0973
	0957

	1,7
	0940
	0925
	0909
	0893
	0878
	0863
	0848
	0833
	0818
	0804

	1,8
	0790
	0775
	0761
	0748
	0734
	0721
	0707
	0694
	0681
	0669

	1,9
	0656
	0644
	0632
	0620
	0608
	0596
	0584
	0573
	0562
	055I

	2,0
	0,0540
	0529
	0519
	0508
	0498
	0488
	0478
	0468
	0459
	0449

	2,1
	0440
	0431
	0422
	0413
	0404
	0396
	0387
	0379
	0371
	0363

	2,2
	0355
	0347
	0339
	0332
	0325
	0317
	0310
	0303
	0297
	0290

	2,3
	0283
	0277
	0270
	0264
	0258
	0252
	0246
	0241
	0235
	0229

	2,4
	0224
	0219
	0213
	0208
	0203
	0198
	0194
	0189
	0184
	0180

	2,5
	0176
	0171
	0167
	0163
	0158
	0154
	0151
	0147
	0143
	0139

	2,6 
	0136
	0132
	0129
	0126
	0122
	0119
	0116
	0113
	0110
	0107

	2,7
	0104
	0101
	0099
	0096
	0093
	0091
	0088
	0086
	0084
	0081

	2,8
	0079
	0077
	0075
	0073
	0071
	0069
	0067
	0005
	0063
	0061

	2,9
	0060
	0058
	0056
	0055
	0053
	0051
	0050
	0048
	0047
	0046

	3,0
	0,0044
	0043
	0042
	0040
	0039
	0038
	0037
	0036
	0035
	0034

	3,1
	0033
	0032
	0031
	0030
	0029
	0028
	0027
	0026
	0025
	0025

	3,2
	0024
	0023
	0022
	0022
	0021
	0020
	0020
	0019
	0018
	0018

	Окончание табл. А 1.

	3,3
	0017
	0017
	0016
	0016
	0015
	0015
	0014
	0014
	0013
	0013

	3,4
	0012
	0012
	0012
	0011
	0011
	0010
	0010
	0010
	0009
	0009

	3,5
	0009
	0008
	0008
	0008
	0008
	0007
	0007
	0007
	0007
	0006

	3,6
	0006
	0006
	0006
	0005
	0005
	0005
	0005
	0006
	0005
	0004

	3,7
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0003
	0003
	0003
	0003

	3,8
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0002
	0002
	0002
	0002
	0001

	3,9
	0002
	0002
	0002
	0002
	0002
	0002
	0002
	0002
	0001
	0001


Т а б л и ц а А. 2. Значения функции Лапласа    
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	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	0,00
	0,00000
	0,50
	0,19146
	1,00
	0,34134
	1,50
	0,43319
	2,00
	0,47725
	3,00
	0,49865

	0,01
	0,00399
	0,51
	0,19497
	1,01
	0,34375
	1,51
	0,43448
	2,02
	0,47831
	3,05
	0,49886

	0,02
	0,00798
	0,52
	0,19847
	1,02
	0,34614
	1,52
	0,43574
	2,04
	0,47932
	3,10
	0,49903

	0,03
	0,01197
	0,53
	0,20194
	1,03
	0,34849
	1,53
	0,43699
	2,06
	0,48030
	3,15
	0,49918

	0,04
	0,01595
	0,54
	0,20540
	1,04
	0,35083
	1,54
	0,43822
	2,08
	0,48124
	3,20
	0,49931

	0,05
	0,01994
	0,55
	0,20884
	1,05
	0,35314
	1,55
	0,43943
	2,10
	0,48214
	3,25
	0,49942

	0,06
	0,02392
	0,56
	0,21226
	1,06
	0,35543
	1,56
	0,44062
	2,12
	0,48300
	3,30
	0,49952

	0,07
	0,02790
	0,57
	0,21566
	1,07
	0,35769
	1,57
	0,44179
	2,14
	0,48382
	3,35
	0,49960

	0,08
	0,03188
	0,58
	0,21904
	1,08
	0,35993
	1,58
	0,44295
	2,16
	0,48461
	3,40
	0,49966

	0,09
	0,03586
	0,59
	0,22240
	1,09
	0,36214
	1,59
	0,44408
	2,18
	0,48537
	3,45
	0,49972

	0,10
	0,03983
	0,60
	0,22575
	1,10
	0,36433
	1,60
	0,44520
	2,20
	0,48610
	3,50
	0,49977

	0,11
	0,04380
	0,61
	0,22907
	1,11
	0,36650
	1,61
	0,44630
	2,22
	0,48679
	3,55
	0,49981

	0,12
	0,04776
	0,62
	0,23237
	1,12
	0,36864
	1,62
	0,44738
	2,24
	0,48745
	3,60
	0,49984

	0,13
	0,05172
	0,63
	0,23565
	1,13
	0,37076
	1,63
	0,44845
	2,26
	0,48809
	3,65
	0,49987

	0,14
	0,05567
	0,64
	0,23891
	1,14
	0,37286
	1,64
	0,44950
	2,28
	0,48870
	3,70
	0,49989

	0,15
	0,05962
	0,65
	0,24215
	1,15
	0,37493
	1,65
	0,45053
	2,30
	0,48928
	3,75
	0,49991

	0,16
	0,06356
	0,66
	0,24537
	1,16
	0,37698
	1,66
	0,45154
	2,32
	0,48983
	3,80
	0,49993

	0,17
	0,06749
	0,67
	0,24857
	1,17
	0,37900
	1,67
	0,45254
	2,34
	0,49036
	3,85
	0,49994

	0,18
	0,07142
	0,68
	0,25175
	1,18
	0,38100
	1,68
	0,45352
	2,36
	0,49086
	3,90
	0,49995

	Продолжение табл. А. 2.

	0,19
	0,07535
	0,69
	0,25490
	1,19
	0,38298
	1,69
	0,45449
	2,38
	0,49134
	3,95
	0,49996

	0,20
	0,07926
	0,70
	0,25804
	1,20
	0,38493
	1,70
	0,45543
	2,40
	0,49180
	4,00
	0,49997

	0,21
	0,08317
	0,71
	0,26115
	1,21
	0,38686
	1,71
	0,45637
	2,42
	0,49224
	4,05
	0,49997

	0,22
	0,08706
	0,72
	0,26424
	1,22
	0,38877
	1,72
	0,45728
	2,44
	0,49266
	4,10
	0,49998

	0,23
	0,09095
	0,73
	0,26730
	1,23
	0,39065
	1,73
	0,45818
	2,46
	0,49305
	4,15
	0,49998

	0,24
	0,09483
	0,74
	0,27035
	1,24
	0,39251
	1,74
	0,45907
	2,48
	0,49343
	4,20
	0,49999

	0,25
	0,09871
	0,75
	0,27337
	1,25
	0,39435
	1,75
	0,45994
	2,50
	0,49379
	4,25
	0,49999

	0,26
	0,10257
	0,76
	0,27637
	1,26
	0,39617
	1,76
	0,46080
	2,52
	0,49413
	4,30
	0,49999

	0,27
	0,10642
	0,77
	0,27935
	1,27
	0,39796
	1,77
	0,46164
	2,54
	0,49446
	4,35
	0,49999

	0,28
	0,11026
	0,78
	0,28230
	1,28
	0,39973
	1,78
	0,46246
	2,56
	0,49477
	4,40
	0,49999

	0,29
	0,11409
	0,79
	0,28524
	1,29
	0,40147
	1,79
	0,46327
	2,58
	0,49506
	4,45
	0,50000

	0,30
	0,11791
	0,80
	0,28814
	1,30
	0,40320
	1,80
	0,46407
	2,60
	0,49534
	4,50
	0,50000

	0,31
	0,12172
	0,81
	0,29103
	1,31
	0,40490
	1,81
	0,46485
	2,62
	0,49560
	4,55
	0,50000

	0,32
	0,12552
	0,82
	0,29389
	1,32
	0,40658
	1,82
	0,46562
	2,64
	0,49585
	4,60
	0,50000

	0,33
	0,12930
	0,83
	0,29673
	1,33
	0,40824
	1,83
	0,46638
	2,66
	0,49609
	4,65
	0,50000

	0,34
	0,13307
	0,84
	0,29955
	1,34
	0,40988
	1,84
	0,46712
	2,68
	0,49632
	4,70
	0,50000

	0,35
	0,13683
	0,85
	0,30234
	1,35
	0,41149
	1,85
	0,46784
	2,70
	0,49653
	4,75
	0,50000

	0,36
	0,14058
	0,86
	0,30511
	1,36
	0,41309
	1,86
	0,46856
	2,72
	0,49674
	4,80
	0,50000

	0,37
	0,14431
	0,87
	0,30785
	1,37
	0,41466
	1,87
	0,46926
	2,74
	0,49693
	4,85
	0,50000

	0,38
	0,14803
	0,88
	0,31057
	1,38
	0,41621
	1,88
	0,46995
	2,76
	0,49711
	4,90
	0,50000

	0,39
	0,15173
	0,89
	0,31327
	1,39
	0,41774
	1,89
	0,47062
	2,78
	0,49728
	4,95
	0,50000

	0,40
	0,15542
	0,90
	0,31594
	1,40
	0,41924
	1,90
	0,47128
	2,80
	0,49744
	5,00
	0,50000

	0,41
	0,15910
	0,91
	0,31859
	1,41
	0,42073
	1,91
	0,47193
	2,82
	0,49760
	 
	 

	0,42
	0,16276
	0,92
	0,32121
	1,42
	0,42220
	1,92
	0,47257
	2,84
	0,49774
	 
	 

	0,43
	0,16640
	0,93
	0,32381
	1,43
	0,42364
	1,93
	0,47320
	2,86
	0,49788
	 
	 

	0,44
	0,17003
	0,94
	0,32639
	1,44
	0,42507
	1,94
	0,47381
	2,88
	0,49801
	 
	 

	0,45
	0,17364
	0,95
	0,32894
	1,45
	0,42647
	1,95
	0,47441
	2,90
	0,49813
	 
	 

	0,46
	0,17724
	0,96
	0,33147
	1,46
	0,42785
	1,96
	0,47500
	2,92
	0,49825
	 
	 

	Окончание табл. А. 2.

	0,47
	0,18082
	0,97
	0,33398
	1,47
	0,42922
	1,97
	0,47558
	2,94
	0,49836
	 
	 

	0,48
	0,18439
	0,98
	0,33646
	1,48
	0,43056
	1,98
	0,47615
	2,96
	0,49846
	 
	 

	0,49
	0,18793
	0,99
	0,33891
	1,49
	0,43189
	1,99
	0,47670
	2,98
	0,49856
	 
	 


  Рис. 3.2.                                 Рис. 3.3.


                         Сложение векторов





  Рис. 3.1                                                 





   Рис. 3.5. Умножение вектора на число





                    Рис. 3.4


Сложение нескольких векторов





Рис. 3.7.Разложение вектора АВ на сумму векторов, параллельных осям координат.





                    Рис. 3.6. 


Проекция вектора на ось ОХ
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